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摘要：改变Ku临界混沌系统的二次项符号，得到其反结构形式的数学模型，分析该反结构系统的平

衡点、耗散性和Lyapunov指数，揭示了其混沌特性．基于线性系统的稳定性判定准则，对新混沌系统

进行适当的线性分离，实现了该自治混沌系统的修正函数投影同步．仿真实验证明了该方法的可行

性和有效性．
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Modified function projective synchronization of a new chaotic system
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Abstract：A new chaotic system was constructed by chan舀ng the sign of the quadratic terms of the Liu cha—

otic system．Existence of chaotic behaviors was proved by Lyapunov exponents，equlibrias and dissipation．

Based on the stability criterion of linear system，switched function projective synchronization was achieved

by appropri‘ate linear seperation method．，11le feasibility and validity of this method were verified through

numerical simulation．
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O 引言

混沌是自然界中普遍存在的现象，是非线性动

力学系统特有的一种复杂运动形式．自从Lorenz混

沌吸引子被发现后，该领域掀起了一股揭示混沌现

象，进而控制、利用混沌的热潮¨-2]．

混沌同步是混沌学研究领域的一个重要方向，由

于其在保密、通信等领域具有潜在应用价值而备受关

注．目前已有的同步方案包括完全同步、相同步、互同

步、滞后同步、广义同步、投影同步、修正投影同步等．
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最近，文献[3—4]又提出了一种新的同步方案，即函

数投影同步．较之投影同步，函数投影同步的驱动、响

应系统被同步到一个期单的函数比例因子，而不是常

量．修正函数投影同步的各函数比例因子可以互不相

同，它是函数投影同步的推广．由于函数尺度因子具

有不确定性，所以修正函数投影同步在应用于保密通

信时具有更高的安全性．近年来，对修正函数投影同

步的研究取得了大量的成果口。J．此外，文献[8]基于

线性系统的稳定判定准则，提出了一种基于线性分

离、对部分线性混沌系统的混沌投影同步方法．并以

Lorenz系统、Rossler系统和超混沌Chen系统为例进

行了仿真实验．文献[9]采用该方法实现了一个五维

超混沌系统的投影同步．

基于以上研究成果，本文拟以“u混沌系统¨驯

为参考，通过改变Liu混沌系统二次项的符号得到

一个新系统，在分析其平衡点、耗散性和Lyapunov

指数特性的基础上，揭示其混沌特性【11。12]；然后以

新混沌系统为研究对象，将线性分离方法和修正函

数投影同步相结合，以期实现该系统与其耦合系统

的修正函数投影同步．

1新混沌系统的构建及混沌特性分析

1．1新混沌系统的数学模型

Uu混沌系统是一类含有平方非线性项的混沌

系统，其状态方程为

①

当a=10，b=40，c=2．5，k=1，h=4时，其动力

学分析见文献[1]．改变方程①二次项前面的符号，

得到“u系统的反结构形式

f互，=口(戈：一名-)
?x2=bxl+kxlx3 ②

【互，：一伉，一h。z
仍选a=10，b=40，c=2．5，k=1，h=4，可计算

得到系统②的Lyapunov指数扎．=1．626 12，A幻=

0，A厶=14．126 4．进而可得Lyapunov维数

卟，+南鼽一岢=
2+篙麓揣兄Ⅲz+T—二]jFlE而2z。11)

由此可见，系统②的Lyapunov维数是分数维

的，因而这是一个三维混沌动力学系统．

1．2平衡点分析

为求出系统②的平衡点，令

ra(戈2一髫1)=0

7 bxl+kxl男3=o ③

【一“，一h。z：o
则得到临界系统的反结构形式的3个平衡点，即

O(0，0，0)，P+(5，5，一40)，P一(一5，一5，一40)．

在o(o，0，0)平衡点，对系统②进行线性化，得

其雅可比矩阵为

‘^：『-6二。，。a。，]『．一1。1。0 0kxkx--I 40 0]^=f 6+，o ，I o I
L一2hxl 0 一cJ L 0 0 —2．51

令l A，一^l=0，得相应的特征根为A。=
一25．615 5，A2=15．615 5，A3=一2．5．A1和A 3是

负值，而A：是正值，这表明平衡点O(0，0，0)是一个

不稳定的鞍点．在平衡点P+处，对系统②进行线性

化，得其雅町比矩阵为

r —o a 0] r—10 10 0 ]
●

J+2 l：+‰：。竺：j
2

I-!。0—52hx 0 40 2．5JL一 ． 一cJ L一 0 一． J

令J AJ『一'，+I=0，得相应的特征根为A，=
一17．561 4，A2=2．530 7+j10．367 3，A3=2．530 7一

jlo．367 3．特征值A，是负值，而A：和A3是一对具

有正实部的复共轭特征值，这表明平衡点P+是一

个不稳定的鞍焦点．在平衡点P一处，对系统②进行

线性化，得其雅可比矩阵为

『一10
lo o

]
J一=J 0 0 —5 J

L 40 0 —2．5j

令fA，一．，一I=0，得相应的特征根为A。=
一17．561 4，A2=2．530 7+jlO．367 3，A3=2．530 7一

jlO．367 3，这表明平衡点P一也是一个不稳定的鞍焦

点．若选(戈m戈加，菇，。)=(2，5，8)为系统的初始值，

则其混沌吸引子三维相图如图1所示．

．1．3系统的耗散性

对系统②，其流的散度为

V阽豢dx+象+豢=-o-c=p1 d茗'O％1
。

即P=一(a+c)=一12．5，可见系统②是一个三维

耗散非线性系统．其轨道随着时间f叶∞而不断演

化，最终限制在一个不变的吸引子集合中．
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图1 新混沌系统的混沌吸引子的三维相图

2修正函数投影同步描述

夕=G(x，)，) ⑤

其中，A(￡)=diag(口。(￡)，a：(t)，⋯，口。(f))，为函数

口。(f))，口i(t)≠o，使得从不同初值(‰，％)出发的

系统满足limlieIl=lim怯一A(t)yll=0，则系统④和

口：(t)=⋯=口。(f)时，为函数投影同步．

3新混沌系统的修正函数投影同步

实现

褂狂仆毒戈z]．

一y+掣蔫址=

n石一

口1(￡)

如1+kxl茗3+茗2

0,2(t)

一k1
2

03(￡)

⑧

系统⑧的参数与系统②相同．当函数比例因子

分另4为o。(t)=一3+0．02sin(t)，B2(t)．=一2+

0．03cos(2t)，a3(t)=2+0．01sin(2丌t／lO)时，响应

系统⑧的三维相图如图2所示．由图2可知，系统⑧

具有与系统②相似的混沌吸引子．

图2耦合系统的混沌吸引子三维相图

定义系统⑦与系统⑧之间的修正函数投影同

步误差为

ei=菇f—ofYi i=1，2，3(爹

其中ai(t)为对应状态变量的函数比例因子，是连续

可微的有界函数，且对所有时间t都不为0．将式⑦

⑧代入式⑨可得误差动力系统

占l=一口髫1+n鬈2一

al(t)[一ayl+ax2／a1(t)]=一ael

之ibx-l：毫：巍／a群t‘≥儿+⑩( 1+缸l戈3+戈2) 2()]=一e2
。

占3=一CX3一hxl2一

口3(t)[一cy3一hx z 2／a3(t)]=-ce3

由⑩式可知，误差系统的特征根为一a，一l，

一c．由线性微分方程的稳定性理论可知，当时间t

趋于无穷时，误差系统⑨是渐进稳定的，即有

lime(t)=0，也就是说系统⑦与系统⑧按照预先给

定的函数比例因子a；(t)实现了修正函数投影同步．

3．2仿真实验

采用四阶龙格库塔法进行数值仿真，选参数

a=10，b=40，c=2．5，k=1，h=4，仿真步长为0．01．

设系统⑦和系统⑧的初值分别为(1，2，1)和(一8，

一5，5)，函数比例因子分别为a。(t)=一3+

0．02sin(f)，口2(f)=一2+0．03cos(2t)，a3(t)=2+
0．01 sin(2rrt／lO)．图3为驱动系统和响应系统的状

+

1●●●●●、●J

儿

弛

儿—．．．。．．．．．．．．．。．．．．．L1●●●●●●jC

O

0

一

●l

0

一

O

口一

0

0．．．．．。．．．．．．．．．．．．L



第1期 方洁，等：一个新混沌系统的修正函数投影同步 ·73·

态轨迹．图4为同步误差曲线．
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图3驱动系统和响应系统的状态轨迹

图4 同步误差e。，e：，e，随时间演化曲线

由仿真结果可以看出，任意选择初值并设定合

适的函数比例因子，误差变量e，，e：，e，都能经过短

暂的时间序列稳定在零点附近．即响应系统的轨迹

能按照设定的各函数比例因子跟踪驱动系统，从而

实现修正函数投影同步．

4结论

本文对一类新混沌系统进行了研究，通过分析

其Lyapunov指数、平衡点和耗散性，证实了其混沌

特性．基于线性系统的稳定判定准则，通过对该系

统进行适当的线性分离，构造了耦合响应系统，并

实现了驱动一响应耦合系统之间的修正函数投影

同步，使驱动一响应系统之间按照给定的有界尺度

函数oi(t)(i=1，2，3)演化．该方法简单可行，不需

要设计Lyapunov函数，对初值也没有限制，具有较

强的鲁棒性．下一步的研究工作是考虑将该方法应

用于基于修正函数投影同步的保密通信．
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