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具有时滞与饱和发生率的脉冲接种模型的研究
卢金梅

（郑州轻工业学院 数学与信息科学系，河南 郑州 ４５０００２）

摘要：研究了一类具有时滞与饱和发生率的ＳＩＲ脉冲接种模型，利用频闪映射得到了模型的无病周
期解，进而利用比较原理给出了无病周期解全局稳定的条件及疾病控制的最大接种周期 τｍａｘ，当接
种周期τ＜τｍａｘ时，理论上疾病可以被根除．该脉冲接种模型相比较传统的接种模型，所需成本更低，
且更加有效．
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０　引言

人类的健康可能受到各种突发传染病的危害，

因此，设计和实施更加有效的控制预防策略非常重

要．脉冲接种是一种有效的疾病控制方式，在控制
儿童传染病（如麻疹、脊髓灰质炎等）方面成效显

著［１－３］．Ｚ．Ａｇｕｒ等［４］为脉冲接种的行为机制制定了

基本规则．文献［４－５］研究表明在根除疾病方面，
脉冲接种策略比传统接种方式更加节约成本．

自然界的许多传染病都具有染病期，即易感人

群染病后疾病的发展要持续一段时间，只有经历了

这段时间才可恢复健康．这是一种必须用时滞来模
拟的滞后现象．另外，我们的生活环境并非齐次，用
非线性形式描述疾病的发生率更合适．文献［６－７］
讨论了３种疾病发生率的传染病模型，通过参数的
合理选择避免疾病发生率的无限增大．所以，采用
饱和发生率的脉冲接种模型来刻画疾病的流行规

律更加符合客观实际．本文拟通过对时滞与饱和发
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生率模型的研究，从理论上建立起疾病根除的条

件，从而为传染病的预防控制研究提供参考．

１　模型的建立

本文所研究的人群分为易感者、染病者和恢复

者３类，Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ）分别表示其在时刻 ｔ所占
的比例．假设人群的数量处于平衡状态，即 Ｓ（ｔ）＋
Ｉ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）＝１，并且对模型作如下假设：

（Ｈ１）疾病的发生率为饱和发生率 βＳ／（１＋
αＳ），β是接触率，α是饱和发生率系数；（Ｈ２）出生
率和死亡率相等，都为 μ；（Ｈ３）考虑垂直传染的情
况，由染病母亲传染给后代的比例为 ｑ；（Ｈ４）时滞
ω表示疾病的感染期限；（Ｈ５）假设脉冲接种的周期
为τ年，ｐ（０＜ｐ＜１）表示成功接种的比例．

基于上述假设，笔者提出时滞饱和发生率 ＳＩＲ
脉冲传染病模型如下：

Ｓ
·

（ｔ）＝－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
＋μ（１－Ｓ（ｔ））－

　（１－ｑ）μＩ（ｔ）

Ｉ
·

（ｔ）＝βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
－βｅ－μωＳ（ｔ－ω）Ｉ（ｔ－ω）１＋αＳ（ｔ－ω）

－

　ｑμＩ（ｔ）

Ｒ
·

（ｔ）＝βｅ－μωＳ（ｔ－ω）Ｉ（ｔ－ω）１＋αＳ（ｔ－ω）
－μＲ（ｔ
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Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ（ｔ）

Ｉ（ｔ＋）＝Ｉ（ｔ）

Ｒ（ｔ＋）＝Ｒ（ｔ）＋ｐＳ（ｔ
}
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　ｔ＝ｋ
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
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
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
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





τ

①

其中，所有的系数都是正常数，ｋ是正整数．
由于模型①的前２个方程不含Ｒ（ｔ），所以可以

将模型①简化为

Ｓ
·

（ｔ）＝－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
＋μ（１－Ｓ（ｔ））－

　（１－ｑ）μＩ（ｔ）

Ｉ
·

（ｔ）＝βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
－βｅ－μωＳ（ｔ－ω）Ｉ（ｔ－ω）１＋αＳ（ｔ－ω）

－

　ｑμＩ（ｔ













）

　ｔ≠ｋτ

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ（ｔ）

Ｉ（ｔ＋）＝Ｉ（ｔ }）
　ｔ＝ｋ















 τ

②

初始条件为

（１（θ），２（θ））∈Ｃ＋＝Ｃ（［－ω，０］，Ｒ＋
２）

ｉ（０）＞０，ｉ＝１，２ ③
从生物学意义出发，我们仅在系统②的不变区

域Ω＝｛（Ｓ，Ｉ）∈Ｒ２｜Ｓ≥０，Ｉ≥０，Ｓ＋Ｉ≤１｝内进行

讨论．
引理１　对于脉冲微分方程

ｕ（ｔ）＝ａ－ｂｕ（ｔ）　　　ｔ≠ｋτ
ｕ（ｔ＋）＝（１－ｐ）ｕ（ｔ） ｔ＝ｋ{ τ

④

其中，ａ＞０，ｂ＞０，０＜ｐ＜１，存在唯一的正周期解

～ｕｅ（ｔ）＝
ａ
ｂ＋（ｕ

 －ａｂ）ｅ
－ｂ（ｔ－ｋτ）　　ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ

此周期解是全局渐近稳定的，这里

ｕ ＝ａ（１－ｐ）（１－ｅ
－ｂτ）

ｂ（１－（１－ｐ）ｅ－ｂτ）
证明　在脉冲区间上积分求解系统②的第１个

方程，得到

ｕ（ｔ）＝ａｂ＋（ｕ（ｋτ）－
ａ
ｂ）ｅ

－ｂ（ｔ－ｋτ）　　ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ

其中，ｕ（ｋτ）是在时刻ｋτ处的初始值．应用系统②
的第２个方程，得到频闪映射为

ｕ（（ｋ＋１）τ）＝

（１－ｐ） ａｂ＋（ｕ（ｋτ）－
ａ
ｂ）ｅ

－[ ]ｂＴ
Δ

＝ｆ（ｕ（ｋτ）） ⑤

其中，ｆ（ｕ）＝（１－ｐ） ａｂ＋（ｕ－
ａ
ｂ）ｅ

－[ ]ｂＴ ．容易看出
⑤式有唯一的正平衡点

ｕ ＝ａ（１－ｐ）（１－ｅ
－ｂτ）

ｂ（１－（１－ｐ）ｅ－ｂτ）
并且如果０＜ｕ＜ｕ，ｕ＜ｆ（ｕ）＜ｕ，ｕ＞ｕ，ｕ ＜
ｆ（ｕ）＜ｕ，由文献［８］可以得到 ｕ是全局渐近稳定
的．这意味着系统④对应的周期解

～ｕｅ（ｔ）＝
ａ
ｂ＋（ｕ

 －ａｂ）ｅ
－ｂ（ｔ－ｋτ）　　ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ

是全局渐近稳定的．

２　无病周期解的全局稳定性

首先给出无病周期解的存在性．在无病周期解
位置，染病人群的数量为 ０，即对所有的 ｔ≥０，
Ｉ（ｔ）＝０．在此条件下，易感人群一定满足方程

Ｓ
·

（ｔ）＝－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
＋μ（１－Ｓ（ｔ））－

　（１－ｑ）μＩ（ｔ）　　　　　ｔ≠ｋτ
Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ（ｔ） ｔ＝ｋ










τ

⑥

　　下面将证明易感人群数量 Ｓ（ｔ）与脉冲接种周
期τ同步震荡．

根据引理１可知，系统⑥的周期解

珓Ｓｅ（ｔ）＝１－
ｐ

１－（１－ｐ）ｅ－μτ
ｅ－μ（ｔ－ｋτ）　ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ⑦
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是全局渐近稳定的．
下面将确定系统②的无病周期解（珘Ｓｅ（ｔ），０）全

局渐近稳定的条件．

记 Ｒ ＝ β（１－ｅ－μτ）
［１－（１－ｐ）ｅ－μτ＋α（１－ｅ－μτ）］ｑｕ

，则

有如下结论．
定理１　如果 Ｒ ＜１，系统②的无病周期解

（珘Ｓｅ（ｔ），０）是全局渐近稳定的．

证明　由于Ｒ ＜１，能够选择充分小的 ε１＞０，
使得

β
（１－ｅ－μτ）

１－（１－ｐ）ｅ－μτ
＋ε[ ]１

１＋α
１－ｅ－μτ

１－（１－ｐ）ｅ－μτ
＋ε[ ]１

－ｑμ＜０ ⑧

由系统②的第 １个方程可得
·Ｓ（ｔ）＜μ－

μＳ（ｔ），由此考虑下面的脉冲比较方程
ｘ（ｔ）＝μ－μｘ（ｔ）　　ｔ≠ｋτ
ｘ（ｔ＋）＝（１－ｐ）ｘ（ｔ）ｔ＝ｋ{ τ

⑨

由引理１可知，系统⑨的唯一的周期解

珓ｘｅ（ｔ）＝１－
ｐ

１－（１－ｐ）ｅ－μτ
ｅ－μ（ｔ－ｋτ）　　ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ

是全局渐近稳定的．
设（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ））是系统②的满足初始条件③和

Ｓ（０＋）＝Ｓ０＞０的解，ｘ（ｔ）是系统⑨的满足初始值

ｘ（０＋）＝Ｓ０的解．由脉冲微分方程的比较原理可
知，一定存在整数ｋ１＞０，使得
Ｓ（ｔ）＜珓ｘｅ（ｔ）＋ε１　　ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ　　ｋ＞ｋ１
也就是

Ｓ（ｔ）＜～Ｓｅ（ｔ）＋ε１≤
１－ｅ－μτ

１－（１－ｐ）ｅ－μτ
＋ε１Δ＝η

ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ　　ｋ＞ｋ１ ⑩
进一步地，由系统②的第２个方程可知，公式⑩

意味着

Ｉ
·

（ｔ）≤βηＩ（ｔ）１＋αη
－ｑμＩ（ｔ）　　ｔ＞ｋτ，ｋ＞ｋ１

考虑比较系统

ｙ（ｔ）＝ βη
１＋αη

－ｑ( )μｙ（ｔ）　　ｔ＞ｋτ，ｋ＞ｋ１ 瑏瑡

由⑧式可知， βη１＋αη
－ｑμ＜０，易得ｌｉｍ

ｔ∞
ｙ（ｔ）＝０．

设（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ））是系统②的满足初始条件③和
Ｉ（０＋）＝Ｉ０＞０的解，ｙ（ｔ）是系统瑏瑡的满足初始值

ｙ（０＋）＝Ｉ０的解．依据比较原理，有

ｌｉｍ
ｔ∞
ｓｕｐＩ（ｔ）＜ｌｉｍ

ｔ∞
ｓｕｐｙ（ｔ）＝０

又因为Ｉ（ｔ）≥０，有ｌｉｍ
ｔ∞
Ｉ（ｔ）＝０，因此，对于任意

充分小的ε２＞０，存在整数ｋ２＞ｋ１使得对所有的ｔ＞
ｋ２τ，Ｉ（ｔ）＜ε２．

由系统②的第１个方程，有

Ｓ
·

（ｔ）＞－β
ε２
１＋α

Ｓ（ｔ）＋μ（１－Ｓ（ｔ））－（１－ｑ）με２

即

Ｓ
·

（ｔ）＞［μ－（１－ｑ）με２］－
βε２
１＋α

＋( )μＳ（ｔ）　ｔ＞ｋ２τ
考虑脉冲微分方程比较系统

ｚ（ｔ）＞［μ－（１－ｑ）με２］－
βε２
１＋α

＋( )μｚ（ｔ）　　ｔ≠ｋ２τ
ｚ（ｔ＋）＝（１－ｐ）ｚ（ｔ） ｔ＝ｋ２

{
τ
瑏瑢

由引理１可知，系统瑏瑢唯一的周期解

珓ｚｅ（ｔ）＝
μ－（１－ｑ）με２
βε２
１＋α

＋μ
＋ｚ

－
μ－（１－ｑ）με２
βε２
１＋α

＋









μ
ｅ－（

βε２
１＋α＋μ）（ｔ－ｋτ）

ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ
是全局渐近稳定的，这里

ｚ ＝
μ－（１－ｑ）με２
βε２
１＋α

＋μ

（１－ｐ）１－ｅ－（
βε２
１＋α＋μ）[ ]τ

１－（１－ｐ）ｅ－（
βε２
１＋α＋μ）τ

ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ
设（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ））是系统②的满足初始条件③

和Ｓ（０＋）＝Ｓ０＞０的解，ｚ（ｔ）是系统瑏瑢的满足初始
值ｚ（０＋）＝Ｓ０的解．利用脉冲微分方程的比较原
理，存在整数ｋ３＞ｋ２，使得
Ｓ（ｔ）＞珓ｚｅ（ｔ）－ε２　ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ　ｋ＞ｋ３ 瑏瑣
由于ε１和ε２充分小，由⑩和瑏瑣可知

～Ｓｅ（ｔ）＝１－
ｐ

１－（１－ｐ）ｅ－μτ
ｅ－μ（ｔ－ｋτ）　　ｋτ＜ｔ≤（ｋ＋１）τ

是全局渐近稳定的．因此，系统②的无病周期解

（
～Ｓｅ（ｔ），０）是全局吸引的．

通过简单的运算可知，Ｒ ＜１等价于

τ＜－１μ
ｌｎ β－ｑμ（１＋α）
β－ｑμ（１＋α－ｐ）

记 τｍａｘ＝－
１
μ
ｌｎ β－ｑμ（１＋α）
β－ｑμ（１＋α－ｐ）

，则有如下

结论：

定理２　若 β／［ｑμ（１＋α）］＞１，则当 τ＜τｍａｘ

时，系统②的无病周期解（
～Ｓｅ（ｔ），０）是全局渐近稳

·６９· ２０１２年　



卢金梅：具有时滞与饱和发生率的脉冲接种模型的研究

定的．

３　结论

本文分析了带有时滞与饱和发生率的ＳＩＲ脉冲
接种模型，给出了无病周期解全局稳定的条件，即

当疾病传播的基本再生数 Ｒ ＜１时，疾病可以根
除．可以通过多种途径来降低 Ｒ，比如可以增加成
功接种的比例 ｐ，降低垂直传染的比例 ｑ，增加疾病
接种的周期τ等．本文还给出了疾病控制的最大接
种周期τｍａｘ，即当接种周期τ＜τｍａｘ时，疾病就可以根
除．该脉冲接种模型相比较传统的接种模型，所需
成本更低，且更加有效．

但是，本文考虑的模型是脉冲接种模型，且具

有时滞与饱和发生率．事实上，模型本身还有很多
值得改进的地方，如考虑其他形式的非线性疾病发

生率、考虑多个时滞存在的情况、考虑状态依赖模

型等，更多因素的考虑有可能使模型更接近客观实

际，提供的理论结果也更有实际意义，这将是今后

研究的方向．
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４　结语

本文研究了一类时滞中立模糊切换系统的保

性能控制问题，用矩阵不等式的形式给出了系统稳

定的充分条件和切换律的设计方案，找到了系统的

性能上界，所得结果以线性不等式形式给出，便于

Ｍａｔｌａｂ求解．
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