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摘要：针对传统的岩石节理法向变形２参数的指数模型和ＢＢ模型的局限性，通过引入参数 α，提出
一个新的３参数模型———指数－双曲线组合模型．新模型弥补了指数模型在中应力水平条件下夸大
ｄｎ，ＢＢ模型在中应力水平条件下ｄｎ偏小且向ｄｍａｘ逼近速度过慢的不足，利用花岗闪长岩的试验结果
对新模型进行验证，其模拟效果优于ＢＢ模型与指数模型，验证了新模型的科学性和可行性．
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０　引言
研究法向压应力作用下岩石的节理变形对节

理岩体力学及岩体水力学有着重要的作用．节理变
形会直接影响到岩石的裂隙分布、接触面分布及裂

隙空间连通等特性，这些特性的改变则是岩体材料
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变形、破坏及导水特性发生变化的主要力学

机制［１］．
对于在准静态单调加载条件下岩石节理法向

变形特性的研究，目前学术界已取得了一定的成

果．经典的 Ｇｏｏｄｍａｎ模型用双曲线来描述节理法向
闭合量和节理法向压应力的关系．Ｓ．Ｃ．Ｂａｎｄｉｓ等［２］

对闪长岩、石灰岩、砂岩、泥质粉砂岩等不同岩性岩

石进行大量室内试验，发现节理法向变形与节理法

向应力的对数值在整个应力域中并非呈线性关系．
Ｎ．Ｒ．Ｂａｒｔｏｎ等［３］又共同修正了Ｇｏｏｄｍａｎ模型，建立
了ＢＢ弹性非线性模型（以下简称 ＢＢ模型）．该模
型为双曲线型模型，能较好地反映岩石节理变形的

非线性特性，且模型曲线简洁直观，模型参数可以

通过试验结果计算获得．但是，Ｂ．Ｍａｌａｍａ等［１］在对

岩石进行试验时发现，传统模型的模拟结果与试验

结果不太吻合，因而在传统指数模型的基础上提出

了统一指数模型．俞缙等［４］较深入地揭示了该统一

指数模型的缺陷，提出了改进的岩石节理弹性非线

性法向变形本构关系，并将其推广到循环加卸载条

件［５］．此外，基于 Ｈｅｒｔｚｉａｎ接触理论，Ｋ．Ｍａｔｓｕｋｉ
等［６－７］也各自提出了能够反映岩石节理非线性变形

特征的模型．与之前所提到模型不同的是，这些模
型利用接触面积增大和接触体数量增加来反映变

形的非线性．
本文拟通过数学分析，指出传统的岩石节理法

向变形２参数指数模型和 ＢＢ模型存在的缺点，并
在克服模型缺点的基础上，提出一个新的３参数的
指数－双曲线组合模型．

１　传统模型的分析

１．１　ＢＢ模型与指数模型

Ｎ．Ｒ．Ｂａｒｔｏｎ等［３］提出的节理法向变形本构关

系ＢＢ模型为
ｄｎ＝σｎ ［Ｋｎｉ＋（σｎ／ｄｍａｘ）］ ①

式中，ｄｎ为节理法向闭合量，σｎ为节理法向压应力，
Ｋｎｉ为节理法向初始切线刚度，ｄｍａｘ为节理法向最大
允许闭合量．这里规定 σｎ，ｄｎ以压缩为正，下同．对
式①求导可得ＢＢ模型节理法向切线刚度

Ｋｎ＝Ｋｎｉ［１－（ｄｎ／ｄｍａｘ）］
２

Ｂ．Ｍａｌａｍａ等［１］采用的指数模型参数与 ＢＢ模
型相同，模型方程表达式为

ｄｎ＝ｄｍａｘ １－ｅｘｐ（－
σｎ
Ｋｎｉｄｍａｘ[ ]） ②

对式②求导，可得指数模型节理法向刚度
Ｋｎ＝Ｋｎｉ［１－（ｄｎ／ｄｍａｘ）］

上述２种模型虽然具有相同的节理法向初始切
线刚度和节理法向最大允许闭合量，但其σｎ－ｄｎ的
发展过程却不尽相同．为进一步比较２种模型的数
学关系，现定义函数 ｈ（ｄｎ）为 ＢＢ模型，函数 ｇ（ｄｎ）
为指数模型，函数Ｆ（ｄｎ）为它们的差值，可得

Ｆ（ｄｎ）＝ｈ（ｄｎ）－ｇ（ｄｎ）＝
Ｋｎｉｄｎｄｍａｘ
ｄｍａｘ－ｄｎ

－Ｋｎｉｄｍａｘｌｎ
ｄｍａｘ
ｄｍａｘ－ｄｎ

③

对ｌｎ［ｄｍａｘ／（ｄｍａｘ－ｄｎ）］进行泰勒级数展开可得

ｌｎ
ｄｍａｘ
ｄｍａｘ－ｄｎ

＝ｌｎ１＋
ｄｎ

ｄｍａｘ－ｄ( )
ｎ
≥

ｄｎ
ｄｍａｘ－ｄｎ

④

其中，ｄｎ＝０时等号成立．把式④代入式③可得
Ｆ（ｄｎ）≥０ｈ（ｄｎ）≥ｇ（ｄｎ） ⑤

由式⑤可以看出，当２种模型的节理法向闭合
量、节理法向最大允许闭合量和节理法向初始切线

刚度对应相等时，ＢＢ模型的节理法向压应力总是不
小于指数模型，即当２种模型具有相同的 ｄｍａｘ和 Ｋｎｉ
值时，ＢＢ模型曲线总是位于指数模型曲线的上方．
１．２　传统模型的数学缺陷分析

上述各模型只是从唯象学理论出发，基于形态

相似的角度对节理法向加载试验进行建模，存在一

定局限性．笔者通过引入应力因子的概念，对传统
模型的误差本质缺陷进行分析．定义应力因子为：
节理法向闭合量 ｄｎ达到节理法向最大允许闭合量
ｄｍａｘ的１／ｎ时对应的节理法向压应力 σｎ，记作 σ１／ｎ，
其中ｎ＞１．应力因子是通过节理法向应力揭示节理
法向闭合量的发展速度的．当ｎ固定时，应用因子值
越小，说明ｄｎ的发展速度越快，反之亦然．

若将Ｋｎｉ和ｄｍａｘ视为模型的２个特征量，不妨将
σ１／ｎ看作第３个特征量．由定义可知，ＢＢ模型的应

力因子σ１／ｎ
ＢＢ＝Ｋｎｉｄｍａｘ／（ｎ－１）；指数模型的应力因

子σ１／ｎ
ＥＸＰ＝Ｋｎｉｄｍａｘｌｎ［ｎ／（ｎ－１）］．可以看出，当这

２种模型的Ｋｎｉ和ｄｍａｘ确定后，σ１／ｎ不可调，ＢＢ模型与
指数模型应力因子对比示意图见图１．所以模型中
隐含了ｄｎ的发展速度完全由 Ｋｎｉ和 ｄｍａｘ控制这一规
律．然而，即使在 Ｋｎｉ和 ｄｍａｘ都确定的情况下，节
理法向位移曲线还与岩石的岩性、风化状态、节理

面匹配度、节理面粗糙微粒空间和尺度分布状态以

·４７· ２０１２年　
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图１　ＢＢ模型与指数模型应力因子对比示意图

及接触状态等因素有关［８］，这是上述模型无法模拟

的．因此，传统的ＢＢ模型和指数模型均在数学上存
在一定缺陷．

理想的本构模型应该在 Ｋｎｉ和 ｄｍａｘ都固定的条
件下，σ１／ｎ仍能相对自由地随参数变动，以模拟不同
的σｎ－ｄｎ发展过程．

２　指数－双曲线组合模型研究
２．１　模型的建立

由于ＢＢ模型和指数模型均为２参数模型，从
数学角度分析，它们不可能具备 Ｋｎｉ，ｄｍａｘ和 σ１／ｎ这３
个特征量互相独立的性质．因此，笔者引入第３个参
数，提出指数－双曲线组合模型的公式为

σｎ＝ｆ（ｄｎ）＝αｇ（ｄｎ）＋（１－α）ｈ（ｄｎ）＝

αＫｎｉｄｍａｘｌｎ
ｄｍａｘ
ｄｍａｘ－ｄｎ

＋（１－α）
Ｋｎｉｄｍａｘｄｎ
ｄｍａｘ－ｄｎ

⑥

式中，α为介于０与１之间的参数，其他符号的意义
与之前相同．对式⑥求一阶导数得节理法向切线刚
度为

Ｋｎ＝
ｆ（ｄｎ）
ｄｎ

＝
Ｋｎｉｄｍａｘ（ｄｍａｘ－αｄｎ）
（ｄｍａｘ－ｄｎ）

２ ＞０

Ｋｎ（０）＝
ｆ（ｄｎ）
ｄｎ ｄｎ＝０

＝αＫｎｉ＋（１－α）Ｋｎｉ＝Ｋｎｉ

Ｋｎ（ｄｍａｘ）＝
ｆ（ｄｎ）
ｄｎ ｄｎ＝ｄｍａｘ

＝













 ∞

⑦

对式⑥求初值、极限值及二阶导数可得
σｎ（０）＝ｆ（０）＝０

σｎ（ｄｍａｘ）＝ｆ（ｄｍａｘ）＝∞

２ｆ（ｄｎ）
ｄｎ

２ ＝Ｋｎｉｄｍａｘ（ｄｍａｘ－ｄｎ）·

　［２ｄｍａｘ－α（ｄｍａｘ＋ｄｎ）］













＞０

⑧

由式⑦⑧可以看出，新模型曲线具有的数学性
质为：单调递增的凹曲线，有 σｎ轴方向的渐近线，
与图１所示的ＢＢ模型曲线与指数模型曲线有相同
的数学性质．且由上述分析可以看出，３种模型具有
相同的Ｋｎｉ和ｄｍａｘ．
２．２　新模型与传统模型的关系

新模型除了有参数 Ｋｎｉ和 ｄｍａｘ之外，还是参数 α

的函数．令式⑥对参数α求导，并结合式⑤可得
ｆ（ｄｎ）
α

＝ｇ（ｄｎ）－ｈ（ｄｎ）≤０ ⑨

显而易见，指数－双曲线组合模型是参数 α的
递减函数．由于α是介于０与１之间的数，当α取０
或１时，可以得到

ｆ（ｄｎ）α＝０＝ｈ（ｄｎ）　　ｆ（ｄｎ）α＝１＝ｇ（ｄｎ）
上式说明，ＢＢ模型和指数模型是本文提出的指

数－双曲线组合模型的２个特例．
２．３　模型的优势

由于ＢＢ模型和指数模型均为节理法向闭合量
的单值递增函数，且由式⑨得出指数 －双曲线组合
模型是参数 α的递减函数，因此，ＢＢ模型、指数模
型和新模型对应的应力因子之间的关系为

σ１／ｎ
ＢＢ≥σ１／ｎ

ＣＯＭ≥σ１／ｎ
ＥＸＰ

由于σ１／ｎ
ＣＯＭ中含有除 ｄｍａｘ和 Ｋｎｉ外的第３个参

数α，因此，σ１／ｎ
ＣＯＭ可以随着参数α的取值变化而相

对自由地改变，可以取２种传统模型应力因子之间
的任意值，以弥补ＢＢ模型与指数模型σ１／ｎ不可调的
缺陷．这就意味着，在Ｋｎｉ和 ｄｍａｘ相同的情况下，新模
型可以通过调整α来修正ｄｎ的发展速度．

指数－双曲线组合模型的 σｎ－ｄｎ关系曲线见
图２，其中α１＜α２＜α３．由图２可知，新模型以ＢＢ模
型和指数模型为边界，随着 α值的增大，模型曲线
由ＢＢ模型逐渐向指数模型靠拢．值得注意的是，改
进后的模型同样具备传统模型中 Ｋｎｉ与 ｄｍａｘ这２个
特征量．
２．４　模型参数的求解

对传统模型进行改进后，根据试验数据确定新

模型中各参数的值便成了关键问题．
设在曲线σｎ－ｄｎ上有 ｋ个观测样本（ｄ１，σ１），

（ｄ２，σ２），…，（ｄｊ，σｊ），…，（ｄｋ，σｋ），而 Ｋｎｉ和 ｄｍａｘ可
用节理粗糙系数 ＪＲＣ、节理壁压缩强度 ＪＣＳ和平均
节理缝隙宽度 ａｊ由经验公式求得

［４］．将所得的 Ｋｎｉ
和ｄｍａｘ值结合式⑥可求得每个观测样本对应的 α
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值，最后取均值即为确定的α值．

图２　指数－双曲线组合模型的σｎ－ｄｎ关系曲线

３　试验数据模拟

对文献［１］中的３组Ａｒｉｚｏｎａ花岗闪长岩试验

数据进行模拟，其中岩样基本参数见表１，岩样试验
结果和参数计算值见表２，ＢＢ模型、指数模型和指
数－双曲线组合模型的模拟结果见图３．由图３可
知，在中应力水平条件下，指数模型模拟 ｄｎ的发展
速度大于试验结果，ＢＢ模型小于试验结果；在其进
入高应力水平时，ＢＢ模型模拟 ｄｎ向 ｄｍａｘ的逼近速
度比试验结果慢；本文的新模型预测结果与试验结

果吻合良好，能够较好地描述 Ｋｎｉ，ｄｍａｘ以及 ｄｎ的发
展速度．因此，本文提出的指数 －双曲线组合模型
相比于ＢＢ模型和指数模型，能更好地模拟岩石节
理法向变形．

表１　岩样基本参数值

岩样 尺寸／ｍｍ ｄｍａｘ／ｍｍ Ｋｎｉ／（ＭＰａ·ｍｍ
－１）

Ｇｒｄ—１ ９３×１０６×９３ ０．５０５ ４．１４２
Ｇｒｄ—２ ８７×９９×９５ ０．４８１ ４．９４９
Ｇｒｄ—３ １０３×１０４×８９ ０．６８３ ３．３８０

表２　岩样测试结果及参数α计算值
Ｇｒｄ—１

σｎ／ＭＰａ ｄｎ／ｍｍ α α均值
Ｇｒｄ—２

σｎ／ＭＰａ ｄｎ／ｍｍ α α均值
Ｇｒｄ—３

σｎ／ＭＰａ ｄｎ／ｍｍ α α均值
３．５０８０ ０．３７７４ ０．８１

０．７５

３．５２１３ ０．３４４７ ０．８３

０．７６

３．４６３４ ０．５０７０ ０．９１

０．８９

４．００７２ ０．３９０１ ０．７７ ３．９６６３ ０．３５９３ ０．８２ ３．８４１９ ０．５２０１ ０．８７
４．５２０２ ０．３９９５ ０．７３ ４．８５５５ ０．３７６９ ０．７６ ４．２４２６ ０．５３６９ ０．８６
５．０８８７ ０．４１３９ ０．７５ ５．５２１９ ０．３８２８ ０．６８ ４．５３３９ ０．５５００ ０．８７
５．６７１１ ０．４２３９ ０．７４ ６．１８９０ ０．３９７６ ０．７２ ４．７７７９ ０．５６１８ ０．８８
６．１７０２ ０．４３３０ ０．７５ ７．０７８２ ０．４０９２ ０．７２ ５．１２４３ ０．５７６８ ０．９０
６．８９１２ ０．４３３０ ０．６７

０．７５

７．７４４５ ０．４１８０ ０．７３

０．７６

５．６１２３ ０．５８８３ ０．８９

０．８９

７．５４２９ ０．４４４７ ０．７２ ８．６３３７ ０．４２６８ ０．７５ ６．０５３１ ０．６０１７ ０．９１
８．４０２６ ０．４５６０ ０．７６ ９．７４５１ ０．４３２７ ０．７３ ６．６９０７ ０．６１００ ０．８９
９．１９２９ ０．４５９９ ０．７５ １１．０７８５ ０．４４４４ ０．７８ ７．２７３２ ０．６１９９ ０．９０
９．８４４６ ０．４６４６ ０．７６ １２．１８９８ ０．４４７４ ０．７７ ７．９５８０ ０．６２６６ ０．８９
１０．７１８０ ０．４７１５ ０．７９ １３．５２４８ ０．４５３２ ０．７９ ８．４４６０ ０．６３８３ ０．９２

图３　Ａｒｉｚｏｎａ花岗闪长岩节理法向加载试验及模型预测
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４　结语
本文引入应力因子σ１／ｎ的概念，探讨了ＢＢ模型

和指数模型的数学缺陷．在此基础上，通过引入新
参数α，提出了一种３参数新模型，即指数 －双曲线
组合模型，并建议通过试验结果求取新参数 α的计
算方法．

新模型克服了经典的ＢＢ模型与指数模型的数
学缺陷，弥补了指数模型在中应力水平条件下夸大

ｄｎ，ＢＢ模型在中应力水平条件下ｄｎ偏小且向ｄｍａｘ逼
近速度过慢的不足．此外，通过从数学上严格证明
了两者是新模型的 ２个特例，表明了新模型对 ＢＢ
模型与指数模型具有一般性．

利用文献［１］对花岗闪长岩的试验结果对新模
型进行验证，结果表明新模型模拟效果优于 ＢＢ模
型与指数模型，验证了新模型的科学性和可行性．
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（上接第６７页）
向长波方向移动．尾焰自身积分辐射强度的比值随
着海拔高度的升高而增大，探测积分辐射强度的比

值也随海拔高度的升高而增大．

３　结论
本文采用工程算法求解火箭发动机尾喷焰的

流场，利用宽带ｋ分布模型对不同飞行状态下液体
和固体火箭尾喷焰 ８．０～１１．５μｍ和 １０．０～
１３．４μｍ谱段远程探测信号的变化情况进行了考
察，并对液体火箭发动机尾喷焰８．０～１１．５μｍ和
１０．０～１３．４μｍ辐射信号的相对数值进行了分析比
较．计算结果表明：
１）液体和固体火箭发动机尾喷焰的远程探测

积分辐射强度都随喷口燃气温度的升高而增大，液

体火箭发动机尾喷焰自身积分辐射强度的比值和

探测积分辐射强度的比值随喷口燃气温度的升高

而增大．
２）液体和固体火箭发动机尾喷焰的远程探测积

分辐射强度都随燃气马赫数的增大而增大，液体火箭

发动机尾喷焰自身积分辐射强度的比值和探测积分

辐射强度的比值随燃气马赫数的增大而增大．

３）液体和固体火箭发动机尾喷焰的远程探测
积分辐射强度都随非计算度的增大而增大，液体火

箭发动机尾喷焰自身积分辐射强度的比值和探测

积分辐射强度的比值随非计算度的增大而减小．
４）液体和固体火箭发动机尾喷焰的远程探测

积分辐射强度都随海拔高度的上升而减小，液体火

箭发动机尾喷焰自身积分辐射强度的比值和探测

积分辐射强度的比值随海拔高度的上升而增大．

参考文献：

［１］　ＳｃｈｅｎｋｅｒＮＧ，ＫｅｌｌｅｒＢ．Ｌｉｎｅｂｙｌｉｎｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ
ａｂｓｏｒｐｔｉｏｎｏｆｉｎｆｒａｒｅｄｒａｄｉａｔｉｏｎｂｙｗａｔｅｒｖａｐｏｒｉｎａｂｏｘ
ｓｈａｐｅｄｅｎｃｌｏｓｕｒｅｆｉｌｌｅｄｗｉｔｈｈｕｍｉｄａｉｒ［Ｊ］．ＩｎｔＪｏｆＨｅａｔ
ａｎｄＭａｓｓＴｒａｎｓｆｅｒ，１９９５，３８（１７）：３１２７．

［２］　ＬｉｏｕＫＮ．ＡｎＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏＡｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃＲａｄｉａｔｉｏｎ［Ｍ］．
２ｎｄＥｄ．ＬｏｓＡｎｇｅｌｅｓ：ＥｌｓｅｖｉｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００２．

［３］　石广玉．大气辐射学［Ｍ］．北京：科学出版社，２００７．
［４］　ＭｏｄｅｓｔＭＦ．ＲａｄｉａｔｉｖｅＨｅａｔＴｒａｎｓｆｅｒ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：

ＭｃｇｒａｗＨｉｌｌＰｒｅｓｓ，２００２．
［５］　周建波，魏合理，陈秀红，等．相关ｋ分布法在水汽强吸

收带计算中的应用［Ｊ］．激光技术，２００９，３３（２）：１７６．
［６］　尹雪梅，刘林华．气体宽带 ｋ分布模型及其在远程探

测中的应用［Ｊ］．红外与激光工程，２００８，３７（３）：４２０．

·７７·　第５期


