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基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的微弱信号检测
孙玉胜，　詹小霞，　石军，　胡智宏

（郑州轻工业学院 电气信息工程学院，河南 郑州 ４５０００２）

摘要：针对相轨迹图是一种无明显规律的阵发混沌现象，仅从相轨迹图很难进行目测识别，因而无法

直接用于工程实践的问题，在基于Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的微弱信号检测中，以Ｈｕ式不变矩作为定量指标对
相轨迹图进行识别，从而快速得出一个准确的量化测度．该方法便于计算机自动识别，具有工程实践
应用价值．
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０　引言

微弱信号检测是近代信息理论的一个重要内

容，自１９４０年代提出以来，经过几十年的发展已经
日臻成熟．传统的检测方法主要是抑制噪声和放大
被测信号，如累积、取样积分、相关检测、谱分析都

是基于抑制噪声的方法，在抑制噪声的时候会不可

避免地对被测微弱信号造成一定的影响．基于混沌
振子相轨迹变化对微弱信号进行检测是一种信号

提取技术，混沌系统具有较高的测量灵敏度，对任

何零均值噪声均具有很强的免疫力，这一特点决定

了混沌测量方法特别适合复杂混合噪声背景下和

低信噪比条件下微弱信号的测量，而这正是常规信

号测量方法中一直未能得到很好解决的尖端问题

和信号处理领域中研究的焦点问题［１］．
基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相轨迹变化实现对强噪声背

景中微弱信号进行检测的方法是一种基于非线性

系统的信号检测技术．混沌系统对特定频率的微弱
周期信号的灵敏度极高，但是对噪声却不敏感，任

何零均值噪声都不会对系统状态产生影响．所以，
Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统很适合用来测量强噪声背景、低信
噪比条件下的微弱信号．在基于混沌系统的微弱信
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号检测中，系统输出是否由混沌临界状态转变到稳

定周期状态是判定系统输入的待测信号中是否含

有已知周期信号的关键依据．所以，系统从混沌临
界状态跃迁到稳定周期状态的阈值的确定是该检

测方法的关键环节．目前，确定混沌系统状态转变
的方法主要有李亚普诺夫指数法、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面法、
相轨迹直接观察法、分维数法、Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ墒、分形
理论分析法以及梅尔尼科夫方法等．其中相轨迹直
接观察法较为常用，但是相轨迹图是一种无明显规

律的阵发混沌现象，无法直接运用到工程领域．因
此，在利用Ｄｕｆｆｉｎｇ振子进行微弱信号检测时，相变
的判断需要可靠的量化测度．本文拟以不变矩作为
定量指标，对相轨迹图进行定量识别．

１　Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测微弱信号的原理
和仿真

１．１　Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测的基本原理
在非线性动力学系统中，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程是研究比

较充分的混沌模型系统之一．Ｄｕｆｆｉｎｇ振子既具有幅
值的敏感性，也具有良好的频率敏感性，利用这２个
特性可调节驱动力，实现对强噪声背景下微弱信号

的柔性检测．
１．２　Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测仿真实验

本文采用Ｈｏｍｌｅｓ型的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程作为检测系
统［２－４］，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的特点之一就是方程等号右边
加一周期的驱动力，形成自制方程．它是由１个二阶
微分方程描述的，具体形式为

ｘ″（ｔ）＋ｋｘ′（ｔ）－ｘ（ｔ）＋ｘ３（ｔ）＝γｃｏｓ（ωｔ） ①
其中，ω为角频率．为了可以检测任意频率的周期信
号，令ｔ＝ωτ，将其变形成如下状态方程：

ｘ′＝ωｙ
ｙ′＝ω［－ｋｙ＋ｘ－ｘ３＋γｃｏｓ（ωτ{

）］
②

当加入被测微弱周期信号和外部噪声后，式 ②
变为

ｘ′＝ωｙ
ｙ′＝ω［－ｋｙ＋ｘ－ｘ３＋γｃｏｓ（ωｔ）＋
γ１ｃｏｓ（ωτ）＋ｂＮ（ｔ

{
）］

ω为内部周期驱动力的角频率，θ为被测微弱周
期信号的相位，Ｎ（ｔ）为服从正态分布的随机噪声．

由于系统状态随γ变化而规律地变化，当γ＝０
时，相轨迹将最终停在相平面的两焦点之一．γ≠０
时，非自治系统表现出复杂的动力学形态（同宿轨

道、异宿轨道状态，倍周期分叉状态、混沌状态、大

尺度周期运动状态）．当待测信号与驱动力信号一
致时，相轨迹图由混沌临界状态进入大周期状态．

仿真模型如图１所示，该实验使用 Ｍａｔｌａｂ中的
Ｓｍｌｉｎｋ进行仿真，将待测信号作为周期驱动力并入
系统，即系统的总驱动由预置驱动力和被测驱信号

组成．γ从０逐渐增加至超过某一阈值再增加至超过
另一个阈值的过程中，振子的时间历程图及相位图

将出现变化（见图２，图中ｘ，ｙ为输入信号在系统中
的变化轨迹，无量纲），变化规律在相空间上显示为

倍周期分叉状态→混沌状态→大周期状态［５］．
利用Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的相位图随γ变化特性，结合

式③，在已知被测微弱周期信号频率的前提下，将

图１　仿真模型图

图２　相位图的变化趋势

·２８· ２０１２年　
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内部驱动力的频率设为被测信号的频率．设 γ略小
于阈值，振子处于混沌状态，当把同频率同振幅的

周期信号加入振子时，振子就会发生从混沌状态到

大周期状态的改变．辨识振子状态的改变就可以判
断被测信号中是否存在频率等于ω的周期与驱动力
相同的待测信号［６］．

２　Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相轨迹图的自动识别
在工程实践中，微弱信号淹没在强背景噪声中

时，系统的相变演化是渐进的，经过一个由混沌到

阵发混沌再到大尺度周期的运动过程，仅对相轨迹

图或时域波形进行目测很难识别．当相轨迹图是一
种无明显规律的阵发混沌现象时，振子并未发生相

变，如果按理想情况分析就会得出输入信号中不存

在上述频率微弱周期信号的错误结论．因此，基于
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的微弱信号检测中，相变的判断需要可
靠而快速的量化测度．

不变矩是一种提取灰度图像特征的方法，由

ＭｉｎｇＫｕｅｉＨｕ于１９６２年首先提出，并给出了连续函
数矩的定义和关于矩的基本性质，随后 Ｒ．Ｙ．Ｗｏｎｇ
进一步给出了离散情况下的各阶矩的计算方法．［７］

不变矩算法是一种通过提取具有平移、旋转和比例

因子不变性的数学特征来解决集合失真问题的方

法［８］．因此，根据 Ｈｕ氏不变矩的特性，结合 Ｄｕｆｆｉｎｇ
振子相轨迹图的特征，根据不同条件下状态发生明

显变化对相轨迹图进行定量识别［９－１１］．
２．１　Ｈｕ式不变矩的平移、伸缩、旋转不变性

设一个二维模式ｆ（ｘ，ｙ），对于任意整数 ｐ，ｑ，则
ｆ（ｘ，ｙ）在Ｒ２平面上的ｐ＋ｑ阶矩为

ｍｐｑ ＝
ｙｚ

ｘｐｙｑｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

式中，ｆ（ｘ，ｙ）为图形在坐标点（ｘ，ｙ）上的灰度．
对于二值图像，在Ｒ２平面上的ｐ＋ｑ阶矩为

ｍｐｑ ＝∑
ｙ
∑
ｘ
ｘｐｙｐｆ（ｘ，ｙ） ③

ｍｐｑ依赖图像在坐标中的位置，不具备平移不变
性，ｐ＋ｑ阶中心矩μｐｑ满足平移不变性，其定义为

μｐｑ ＝∑
ｙ
∑
ｘ
（ｘ－珋ｘ）ｐ（ｙ－珋ｙ）ｑｆ（ｘ，ｙ） ④

式中，（珋ｘ，珋ｙ）代表图像的质心．
对μｐｑ进行正规化处理得

ηｐｑ ＝
μｐｑ
μ００

１＋ｐ＋１２
　　ｐ＋ｑ≥２ ⑤

ηｐｑ满足了平移不变性和伸缩不变性，但不满足
旋转不变性，Ｈｕ通过研究分析得到了７个完备的２

阶和３阶不变矩：
φ１ ＝η２０＋η０２

φ２ ＝（η２０－η０２）
２＋４η２１１

φ３ ＝（η３０－３η１２）
２＋（３η２１－η０３）

２

φ４ ＝（η３０＋η１２）
２＋（η２１＋η０３）

２

φ５ ＝（η３０－３η１２）（η３０＋η１２）·
［（η３０＋η１２）

２－３（η２１＋η０３）
２］＋

（３η２１－η０３）（η２１＋η０３）·
［３（η３０＋η１２）

２－（η２１＋η０３）
２］

φ６ ＝（η２０－η０２）［（η３０＋η１２）
２－（η２１＋η０３）

２］＋
４η１１（η３０＋η１２）

φ７ ＝（３η２１－η０３）（η３０＋η１２）·
［（η３０＋η１２）

２－３（η２１＋η０３）
２］＋

（３η２１－η０３）（η２１＋η０３）·
［３（η３０＋η１２）

２－（η２１＋η０３）
２］

φ１是表示图像发散程度的度量指标，图像的发
散程度越大，φ１越大；φ２是表示图像对称性的度量
指标，图像对称性越好，φ２越小．
２．２　仿真数据分析

根据矩的平移、伸缩、旋转不变性，选用φ１不变

矩作为自动识别相位图的量化指标．对于混沌相位
图这样的二维图像，在计算不变矩时，可以认为 Ｒ２

平面上相位图经过的各坐标点的灰度都相同（ｆ（ｘ，
ｙ）＝１），相位图没有经过的坐标点的灰度为０（即
ｆ（ｘ，ｙ）＝０），然后代入式 ③④⑤ 中，计算混沌相位
图的不变矩φ１．

首先让Ｄｕｆｆｉｎｇ振子系统中只有参考信号，设置
不同大小的幅值，与图２中的仿真条件相同，得到
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子在不同状态时 Ｈｕ式不变矩的数值：当
γ＝０．２５时，系统处于倍周期分叉状态，φ１ ＝０．
０６７；γ＝０．６４，系统处于混沌状态，φ１ ＝１．２９４９；
γ＝０．６８，系统处于大周期状态，φ１＝２．４７２０．特别
是当γ从０．６４增大到０．６８时，不变矩值的变化量是
１．１７７１，远远大于γ的变化量０．０４．

噪声的强度是否会影响不变矩的大小，笔者通

过仿真进行分析比较．对于式 ②，采用 ４阶
ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法进行求解，初始值ｘ（０）＝０，ｙ（０）＝
０，ｃ＝０．５，仿真得到的不变矩φ１趋势图见图３．

从图３可以看出，在γ＜０．６５，不变矩φ１＜２．４时，
φ１变化很快；而当γ＞０．６５，不变矩值φ１＜２．４时，
变化就很缓慢了，这个阶段也正是相位图处于大尺

度周期状态．所以，能确定该混沌振子系统 φ１的阈

·３８·　第５期
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图３　不同强度噪声下的不变矩值趋势图

值为２．４，只要φ１ ＞２．４，则可认为系统处于大尺度
周期状态．同时，可以发现，当噪声强度（实验加入
的为高斯白噪声，单位为 ｒａｎｄｎ）较大时，不变矩值
趋势图出现明显的波动（见图３ｄ），此时利用不变矩
值来定量检测可能会产生一定的误差．通过大量仿
真发现，相位图在不同的状态具有不同的 φ１，并且

其变化具有一定的规律性，在混沌状态下和大尺度

周期下的φ１区别很明显，从而可以定量识别相位图
的状态，达到自动识别的目的．

３　结论

本文提出一种利用混沌振子的相轨迹法进行

微弱信号检测的方法，以 Ｈｕ式不变矩作为识别混
沌振子系统相轨迹变化的一个量化指标，通过分析

Ｈｕ式不变矩数值随着参考信号的幅值而变化的趋
势图发现，相轨迹图从混沌状态变化至大尺度周期

状态时，Ｈｕ式不变矩数值会有一个明显的跃迁，并
且信号在一定的信噪比范围内的变化趋势比较稳

定，这个特征便于计算机自动识别．该方法的提出
对于混沌振子微弱信号检测的进一步推广和应用

有积极的意义．
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