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摘要：讨论了四元数自共轭矩阵的一个性质，利用该性质把 ｎ阶四元数正定（半正定、负定）自共轭
矩阵的定义予以简化，得到了与四元数自共轭矩阵的相同结论．
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０　引言
四元数是复数的推广．随着刚体力学理论的发

展，人们发现四元数和四元数矩阵在许多问题中有

广泛的应用［１－２］．实四元数矩阵研究的主要难点是
四元数乘法具有不可交换性，四元数自共轭矩阵的

研究是四元数代数理论的主要方面，这也促使人们

对四元数自共轭矩阵问题展开研究［３－４］．本文拟讨
论四元数自共轭矩阵的一个性质，并利用该性质把

ｎ阶四元数正定（半正定、负定）自共轭矩阵的定义
予以简化，以期得到与四元数自共轭矩阵的相同

结论．

１　预备知识
本文的Ｒ，Ｑ，Ｃ分别实数集、四元数体和复数

集．Ｕ表示ｍ×ｎ阶四元数体上的矩阵集，若Ａ∈Ｕ，

则Ａ是ｎ阶正定（半正定、负定）自共轭矩阵．
定义１　设

ｘ＝ａ＋ｂｉ＋ｃｊ＋ｄｋ ①
其中，ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ；ｉ，ｊ，ｋ满足 ｉ２＝ｊ２＝ｋ２＝－１，ｉｊ＝
－ｊｉ＝ｋ，ｊｋ＝－ｋｊ＝ｉ，ｋｉ＝－ｉｋ＝ｊ，则称形为式①的 ｘ
为四元数．当ｃ＝ｄ＝０时，式①表示的四元数就是复
数；当ｂ＝ｃ＝ｄ＝０时，式①表示的四元数就是实数．

对于数的加法和乘法来说，实数集和复数集都

能够成域，而对于四元数则不构成域，因为它是非

交换环，故一般称为四元数体，记为Ｑ．
定义２　设矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，ａｉｊ∈Ｑ，则称Ａ为

四元数矩阵．
定义３　设 Ａ为 ｎ阶四元数矩阵，若对任意非

零ｎ维四元数行向量 Ｘ，ＸＡＸ′均为实数，则 Ａ为自
共轭矩阵．Ｘ′是 Ｘ的转置，它是任意非零 ｎ维四元
数列向量．
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定义４　设Ａ是四元数体Ｑ上的一个ｎ阶自共
轭矩阵，如果对 Ｑ上任意非零行向量 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，
…，ｘｎ）恒有ＸＡＸ′＞０，则Ａ是一个正定（或半正定、
负定）的自共轭矩阵．

定义里包含了２个前提条件：１）Ａ是ｎ阶四元
数自共轭矩阵；２）对于任意非零ｎ维四元数行向量
Ｘ，恒有ＸＡＸ′＞０（≥０或＜０）．

其实，定义里第１个条件中，要求 Ａ是自共轭
矩阵是多余的，笔者可以证明．

２　定理及证明

定理１　设 Ａ为 ｎ阶四元数矩阵，则 Ａ为自共
轭矩阵的充要条件是：对任意非零 ｎ维四元数行向
量Ｘ，有ＸＡＸ′均为实数．

证明　（充分性）设四元数矩阵Ａ＝（ａｓｔ）ｎｎ，取
Ｘ＝（０，…，０，１，０，…，０）

（Ｓ）
则

　ＸＡＸ′＝（０，…，０，１，０，…０）（ａｓｔ）（０，…，０，１，０，…，０）′＝ａｓｓ ①
（Ｓ） （Ｓ）

为实数．其中，ｓ＝１，２，…，ｎ．
又取

Ｘ＝（０，…，０，１，０，…，０，１，０，…，０）
（Ｓ） （ｔ）

其中，１≤ｓ＜ｔ≤ｎ．则
ＸＡＸ′＝（０，…，０，１，０，…，０，１，０，…，０）（ａｓｔ）·

（Ｓ） （ｔ）
（０，…，０，１，０，…，０，１，０，…，０）′＝ａｓｓ＋ａｓｔ＋ａｔｓ＋ａｔｔ
已证ａｓｓ，ａｔｔ为实数，于是ａｓｔ＋ａｔｓ必须为实数．
设 ａｔｓ＝ａ１＋ｂ１ｉ＋ｃ１ｊ＋ｄ１ｋ

ａｓｔ＝ａ２＋ｂ２ｉ＋ｃ２ｊ＋ｄ２ｋ
其中，ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１，ａ２，ｂ２，ｃ２，ｄ２均为实数；ｉ，ｊ，ｋ为四
元数的虚单位，则

ａｔｓ＋ａｓｔ＝（ａ１＋ａ２）＋（ｂ１＋ｂ２）ｉ＋
（ｃ１＋ｃ２）ｊ＋（ｄ１＋ｄ２）ｋ

为实数，因而必须有

ｂ１＝－ｂ２　　ｃ１＝－ｃ２　　ｄ１＝－ｄ２ ②
再取Ｘ＝（０，…，０，１，０，…，０，ｉ，０，…，０），１≤

ｓ＜ｔ≤ｎ，则ＸＡＸ′＝ａｓｓ－ｉａｔｓ＋ｉａｓｔ＋ａｔｔ为实数．已证

ａｓｓ，ａｔｔ为实数，于是－ｉａｔｓ＋ｉａｓｔ必须是实数，即

－ｉａｔｓ＋ｉａｓｔ＝－ｉ（ａ１＋ｂ１ｉ＋ｃ１ｊ＋ｄ１ｋ）＋

ｉ（ａ２＋ｂ２ｉ＋ｃ２ｊ＋ｄ２ｋ）＝－ａ１ｉ＋ｂ１－ｃ１ｋ＋

ｄ１ｊ＋ａ２ｉ－ｂ２－ｃ２ｋ＋ｄ２ｊ＝

（ｂ１－ｂ２）＋（ａ２－ａ１）ｉ＋（ｄ１＋ｄ２）ｊ－（ｃ１＋ｃ２）ｋ

必须为实数，从而必须有

ａ１＝ａ２　　ｄ１＝－ｄ２　　ｃ１＝－ｃ２ ③
综合①②③可得ａｔｓ＝ａｓｔ（ｓ，ｔ＝１，２，…，ｎ），即Ａ

是自共轭矩阵，充分性获证．必要性是显然的，证明

过程略．同理可推出ｎ阶复矩阵为变Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵

的充要条件．

定理２　该Ａ为ｎ阶复矩阵，则 Ａ为 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ

矩阵的充要条件是：对任意非零 ｎ维复向量 Ｘ，

ＸＡＸ′均为实数．

证明过程略．

由定理２可知，复正定（半正定、负定）矩阵定

义中，关于Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵的这个条件也是多余的．

３　结论

利用上述定理，显然可以把 ｎ阶四元数正定

（半正定、负定）自共轭矩阵以及复正定（半正定、负

定）矩阵的定义予以简化．但对于实正定（半正定、

负定）对称矩阵的定义，“矩阵 Ａ为实对称矩阵”这

一条件是不可缺少的．因为存在非对称实矩阵Ａ，使

得对任意非零 ｎ维实向量 Ｘ，ＸＡＸ′均为实数，即使

要求ＸＡＸ′＞０，也仍然有这样的实矩阵存在．
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