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摘要：根据载体姿态四元数描述特点及其计算优势，建立了捷联惯导系统大失准角情形初始对准乘

性四元数误差模型．该模型构造姿态矩阵代价函数计算其最大特征值，求取对应特征向量作为预测
四元数均值并选择具有单位范数的特征向量来满足预测四元数均值计算保范性和符号不变性要求；

利用乘性四元数误差表示四元数Ｓｉｇｍａ点与预测均值四元数间距，进而计算四元数预测误差方差矩
阵．结合中心差分滤波（ＣＤＫＦ）算法提出四元数 ＣＤＫＦ算法（ＱＣＤＫＦ），实现大角度失准角情形的
ＳＩＮＳ初始对准仿真研究，与ＥＫＦ算法相比，ＱＣＤＫＦ算法数值计算稳定性较好，姿态误差角和速度误
差滤波精度得到明显改善和提高．
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０　引言
初始对准是捷联惯导 ＳＩＮＳ（ｓｔｒａｐｄｏｗｎｉｎｅｒｔｉａｌ

ｎａｖｉｇａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ）系统的关键技术之一，其对准时间
和精度是直接影响捷联惯导系统工作性能的重要

指标［１－２］，而捷联惯导误差模型和滤波算法在初始

对准中起重要作用．常用的ＳＩＮＳ误差模型主要有 φ
角、ψ角、旋转矢量以及四元数等［３］，其中四元数模

型以其小计算量、高精度、非奇异性和全姿态工作

获得广泛应用．该模型利用四参数分量描述载体姿
态运动，参数冗余使误差方差矩阵产生奇异性，四

元数通过规范化来保持其姿态矩阵正交性，这限制

了它在非线性滤波中的应用［４］．对此，文献［５］将
Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数与四元数相结合，把四元数四参数描
述转化为 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ三参数表示，利用 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参
数来计算预测均值和方差矩阵，从而避免四参数规

范化的限制．但这种数学转化增加了计算负担，会
延长ＳＩＮＳ系统初始对准时间．四元数 ＥＫＦ姿态更
新算法［６］利用乘性误差四元数来表示四元数 Ｓｉｇｍａ
点与均值四元数距离，实现误差方差矩阵计算，保

证滤波更新后的四元数位于单位球面上．显然，ＥＫＦ
算法原理上存在的高阶截断误差会对滤波精度造

成很大影响，而 ＳｉｇｍａＰｏｉｎｔｓ族滤波算法（ＳＰＫＦ）［７］

则由于能够有效减小高阶截断误差影响而广泛应

用于各种非线性系统中，ＳＰＫＦ算法包括 Ｓｉｇｍａ
ＰｏｉｎｔｓＵｎｓｃｅｎｔｅｄ变换Ｋａｌｍａｎ滤波算法以及中心差
分滤波ＣＤＫＦ（ｃｅｎｔｒａｌｄｉｖｉｄｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｋａｌｍａｎｆｉｌｔｅ
ｒｉｎｇ）算法．ＣＤＫＦ滤波算法设计中实施了状态变量
随机解耦操作和误差方差矩阵平方根计算，可确保

误差方差矩阵正定性，数值计算稳定性较好，并且

计算效率比ＥＫＦ算法高．四元数本质上描述旋转矢
量，姿态更新中四元数元素位于旋转空间中，四元

数不能进行数学意义上的直接相加或者尺度相乘，

因此应用ＳＰＫＦ算法计算四元数预测均值时无法采
用标准ＳＰＫＦ算法中向量加权求和方法．针对四元
数加权均值计算问题，奇异值分解算法［８］计算量较

大，无法广泛应用于实际的 ＳＩＮＳ系统；文献［９］提
出以姿态矩阵为对象，通过构造姿态矩阵代价函数

计算四元数均值实现均值四元数保范性．基于四元
数均值和预测方差矩阵的计算方法，利用 ＣＤＫＦ算

法计算优势，本文提出一种四元数 ＣＤＫＦ算法（ＱＣ
ＤＫＦ），应用该算法进行大角度失准角 ＳＩＮＳ初始对
准系统状态滤波研究．

１　ＳＩＮＳ初始对准误差模型

１．１　姿态四元数误差方程［２］

假设ＳＩＮＳ中理想平台坐标系为 ｎ，载体坐标系
为ｂ，真实导航坐标系为ｎ′，定义姿态四元数为Ｑ＝
［ｑＴ　ｑ０］

Ｔ，其中ｑ＝［ｑ１ｑ２ｑ３］
Ｔ，姿态四元数满足规

范化限制

ＱＴＱ＝‖Ｑ‖２＝ｑＴｑ＋ｑ２０＝１
根据文献［４］中的四元数理论，Ｑ满足微分

方程

Ｑ＝１２Ｑω
ｂ
ｎｂ

其中，姿态角速率 ωｂｎｂ＝ω
ｂ
ｂ－ω

ｂ
ｉｎ＝ω

ｂ
ｂ－Ｃ

ｂ
ｎ（Ｑ）ω

ｎ
ｉｎ．

实际系统姿态角速率由速率陀螺输出角速度 ω^ｂｉｂ和

数学平台指令角速度 ω^ｂｉｎ确定，有 ω^
ｂ
ｎｂ＝ω^

ｂ
ｉｂ－ω^

ｂ
ｉｎ，则

有解算四元数 Ｑ^微分方程为

Ｑ^＝１２Ｑ^ω
ｂ
ｎｂ

其中，^Ｑ对应姿态矩阵为Ｃｎ′ｂ．根据它们的等价关系，

可得到Ｃｎ′ｂ＝Ｃ
ｎ′
ｂＣ

ｎ
ｂ对应四元数

Ｑ^＝δＱ－１Ｑ ①
其中δＱ是由 Ｑ^引起的姿态误差四元数，整理式①
得到

δＱ＝ＱＱ^－１

对其两边求导整理得

δＱ＝－１２Ｑδ^ω
ｂ
ｉｂＱ

－１ＱＱ^－１＋

１
２ＱＱ^

－１Ｑ^ω^ｂｉｎＱ^
－１－

１
２Ｑω

ｂ
ｉｎＱ

－１ＱＱ^－１

②

其中 δ^ωｂｉｂ＝ω
ｂ
ｉｂ－ω^

ｂ
ｉｂ．根据四元数坐标变换公式ｒ

ｎ＝

ＱｒｂＱ－１，则存在关系式
δ^ωｎｉｂ＝Ｑδ^ω

ｂ
ｉｂＱ

－１

ωｎｉｎ＝Ｑω
ｂ
ｉｎＱ

－１

ω^ｎｉｎ＝Ｑ^ω^
ｂ
ｉｎＱ^

{ －１

③

把式③代入式②中整理可得
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δＱ＝－１２δ^ω
ｎ
ｉｂＱＱ^

－１＋１２ＱＱ^
－１ω^ｎｉｎ－

１
２ω

ｎ
ｉｎＱＱ^

－１ ④

将式①代入式④，可得四元数姿态误差方程

δＱ＝－１２δ^ω
ｎ
ｉｂδＱ＋

１
２δＱω^

ｎ
ｉｎ－
１
２ω

ｎ
ｉｎδＱ

１．２　速度误差方程
根据文献［２］，载体速度误差方程表达式为
δＶｎ＝δＣｎｂｆ

ｂ－（２^ωｎｉｅ＋ω^
ｎ
ｅｎ［δＶ

ｎ×］＋
Ｃｎ′ｂδ^ｆ

ｂ＋［Ｖｎ×］（２δ^ωｎｉｅ＋δ^ω
ｎ
ｉｅ）＋δ^ｇ

ｎ ⑤
其中［Ｖｎ×］和［δＶｎ×］表示矢量叉乘．根据关系式

δＣｎｂ≡Ｃ
ｎ′
ｂ－Ｃ

ｎ
ｂ＝Ｃ

ｎ′
ｂＣ

ｎ
ｂ－Ｃ

ｎ
ｂ＝（Ｃ

ｎ′
ｎ－Ｉ）Ｃ

ｎ
ｂ

整理式⑤得到
δＶｎ＝（Ｃｎ′ｎ－Ｉ）Ｃ

ｎ
ｂｆ
ｂ－（２^ωｎｉｅ＋ω^

ｎ
ｅｎ）［δＶ

ｎ×］＋
Ｃｎ′ｂδｆ

ｂ＋［Ｖｎ×］（２δ^ωｎｉｅ＋δ^ω
ｎ
ｅｎ）＋δ^ｇ

ｎ ⑥
其中姿态矩阵应用四元数表示为

Ｃｎｂ（Ｑ）＝（ｑ
２
０－ｑ

Ｔｑ）Ｉ３×３＋２ｑｑ
Ｔ＋２ｑ０［ｑ×］

这里，δｆｂ＝ｆ^ｂ－ｆｂ，δ^ｇｎ＝ｇ^ｎ－ｇｎ，δ^ωｎｉｅ＝ω^
ｎ
ｉｅ－ω

ｎ
ｉｅ，

δ^ωｎｅｎ＝ω^
ｎ
ｅｎ－ω

ｎ
ｅｎ．

１．３　量测方程
取东向和北向水平速度误差为量测量，系统量

测方程为

ｚ＝Ｈｘ（ｔ）＋ｖ（ｔ） ⑦
其中 ｚ＝［δＶＥ　 δＶＮ］

Ｔ，Ｈ ＝［Ｉ２×２　 ０２×８］，
ｖ（ｔ）～Ｎ（０，Ｒ）．

２　四元数中心差分滤波（ＱＣＤＫＦ）
算法

２．１　四元数加权均值计算
对于ｎ个四元数 Ｑｉ，若有相应权值 ｗｉ，若采用

公式

珚Ｑａｖ ＝（∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ）

－１∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉＱｉ ⑧

直接求取这ｎ个四元数Ｑｉ加权均值，其中存在的明
显问题是珚Ｑａｖ．可能不是规范四元数；另外，在四元数
理论中Ｑ和 －Ｑ表示相同矢量旋转，也就是说四元
数符号改变不应该影响四元数加权均值计算结果，

显然根据式⑧获得的均值四元数计算结果不能满
足这一要求．

根据四元数与载体姿态矩阵关系，均值四元数

是姿态矩阵误差平方Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数（Ｆ－范数）加
权和值最小化矢量表示，这里给出一种以姿态矩阵

为对象解决加权均值四元数的计算方法．

姿态矩阵平方Ｆ－范数可表示为

珚Ｑ＝ａｒｇｍｉｎ
‖Ｑ‖＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉＣｎｂ（Ｑ）－Ｃ

ｎ
ｂ（Ｑｉ）

２
Ｆ ⑨

其中 ｗｉ为相应四元数权值，Ｑｉ为给定四元数样本
值，‖·‖２

Ｆ表示平方Ｆ－范数．
根据Ｆ－范数定义可得

‖Ｃｎｂ（Ｑ）－Ｃ
ｎ
ｂ（Ｑｉ）‖

２
Ｆ ＝

ｔｒ（［（Ｃｎｂ（Ｑ）－Ｃ
ｎ
ｂ（Ｑｉ）］

Ｔ［Ｃｎｂ（Ｑ）－Ｃ
ｎ
ｂ（Ｑｉ）］）＝

ｔｒ（Ｃｎｂ（Ｑ）
ＴＣｎｂ（Ｑ）－Ｃ

ｎ
ｂ（Ｑ）

ＴＣｎｂ（Ｑｉ）－
Ｃｎｂ（Ｑｉ）

ＴＣｎｂ（Ｑ）＋Ｃ
ｎ
ｂ（Ｑｉ）

ＴＣｎｂ（Ｑｉ）） ⑩
对于任意规范四元数Ｑ，根据Ｃｎｂ（Ｑ）和Ｃ

ｎ
ｂ（Ｑｉ）

正交性，有

ｔｒ（Ｃｎｂ（Ｑ）
ＴＣｎｂ（Ｑ）） ３

ｔｒ（Ｃｎｂ（Ｑｉ）
ＴＣｎｂ（Ｑｉ）） ３ 瑏瑡

根据式瑏瑡整理式⑩得到化简结果为
‖Ｃｎｂ（Ｑ）－Ｃ

ｎ
ｂ（Ｑｉ）‖

２
Ｆ ＝

６－２ｔｒ（Ｃｎｂ（Ｑ）
ＴＣｎｂ（Ｑｉ）） 瑏瑢

将式 瑏瑢 带入式 ⑨ 得到四元数加权均值表示
式为

珚Ｑ＝ａｒｇｍｉｎ
‖Ｑ‖＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉＣｎｂ（Ｑ）－Ｃ

ｎ
ｂ（Ｑｉ）

２
Ｆ ＝

ａｒｇｍｉｎ
‖Ｑ‖＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ｛６－２ｔｒ（Ｃ

ｎ
ｂ（Ｑ）

ＴＣｎｂ（Ｑｉ））｝＝

ａｒｇｍａｘ
‖Ｑ‖＝１

ｔｒ（Ｃｎｂ（Ｑ）
ＴＢ）

其中，Ｂ是姿态带宽矩阵，它包含了载体姿态运动的
全部信息，有

Ｂ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉＣ

ｎ
ｂ（Ｑｉ）

将珚Ｑ表达式转换为二次型
珚Ｑ＝ａｒｇｍａｘ

‖Ｑ‖＝１
ＱＴＫＱ

求解得到

Ｋ＝
Ｂ＋ＢＴ－ｔｒ（Ｂ）Ｉ３×３ ｚ

ｚＴ ｔｒ（Ｂ[ ]
）

其中，［ｚ×］＝ＢＴ－Ｂ．求解Ｋ矩阵涉及四元数与姿
态矩阵间相互转化，整理得到关于Ｋ的简化式

Ｋ＝４Ｍ－ｗｔｏｔＩ４×４

其中，Ｍ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉＱｉＱ

Ｔ
ｉ，ｗｔｏｔ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｉ．加权均值四元

数为

珚Ｑ＝ａｒｇｍａｘ
‖Ｑ‖＝１

ＱＴＭＱ

２．２　中心差分滤波算法
ＣＤＫＦ算法理论精度比 ＥＫＦ要高［９］，且能保证

状态估计误差方差阵的半正定性，从而能够确保滤

·８８· ２０１３年　



郭凌云，等：ＳＩＮＳ初始对准ＱＣＤＫＦ算法研究

波算法数值计算稳定性．考虑大角度失准角ＳＩＮＳ初
始对准非线性误差系统函数为

ｙ＝ｆ（ｘ）
状态变量分为四元数部分和非四元数部分 ｘ＝

［ｘｑ，ｘｅ］Ｔ，其中，ｘｑ＝［δＱＴ］表示四元数的４个分量，
ｘｅ＝［δＶＴＴεＴ］Ｔ表示 ＳＩＮＳ系统速度误差分量、加
速度计偏差分量以及陀螺漂移分量；它具有均值 珔ｘ
和协方差Ｐｘｘ．

引入辅助变量ｚ对状态变量ｘ实施随机解耦：
ｚ＝Ｓ－１ｘ ｘ

其中Ｓｘ是向量ｘ的方差矩阵Ｐｘｘ的Ｃｈｏｌｅｓｋｙ平方根
分解因子，满足Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解Ｐｘ＝ＳｘＳ

－１
ｘ ，ｚ满足

Ｐｚ＝Ｅ（［ｚ－Ｅ（ｚ）］［ｚ－Ｅ（ｚ）］
Ｔ）≡Ｉ

把辅助变量表达式代入非线性函数中得到

ｆ（ｘ）＝珓ｆ（Ｓ－１ｘ ｘ）＝珓ｆ（ｚ）
对其实施二阶Ｓｔｉｒｌｉｎｇ多项式插值逼近表示为

ｙ＝珓ｆ（珋ｚ）＋１ｈ∑
ｎ

ｐ＝１
Δｚｐμｐδ( )ｐ珓ｆ（珋ｚ）＋

１
ｈ２ ∑

ｎ

ｐ＝１
Δｚ２ｐδ

２
ｐ＋∑

ｎ

ｐ＝１
∑
ｎ

ｑ＝１
ｐ≠ｑ

ΔｚｐΔｚｑ（δｐμｐ）（δｑμｑ( )）珓ｆ（珋ｚ）

其中，ｎ是系统状态变量维数；ｈ是插值步长，对于高

斯分布来说ｈ＝槡３；δｐ和μｐ分别表示偏差因子和偏
差平均因子，其表达式为

δｐ珓ｆ（珋ｚ）＝珓ｆ（珋ｚ＋ｈｅｐ）－ｆ（珋ｚ－ｈｅｐ）
μｐ珓ｆ（珋ｚ）＝（１／２）｛珓ｆ（珋ｚ＋ｈｅｐ）＋珋ｆ（珋ｚ－ｈｅｐ）｝

其中，ｅｐ表示由向量 ｚ扩展生成状态空间中沿坐标
轴的单位向量．

假设Δｚ具有零均值Ｇａｕｓｓｉａｎ分布，可以得到珓ｆ
的二阶均值表达式为

珋ｙ≈Ｅ珓ｆ（珋ｚ）＋珟ＤΔｚ珓ｆ＋
１
２！
珟Ｄ２Δｚ珓[ ]ｆ＝

ｈ２－ｎ
ｈ２
珓ｆ（珋ｚ）＋ １

２ｈ２∑
ｎ

ｐ＝１
［珓ｆ（珋ｚ＋ｈｅｐ）＋珓ｆ（珋ｚ－ｈｅｐ）］

根据ｆ（ｘ）＝珓ｆ（Ｓ－１ｘｘ）＝珓ｆ（ｚ）可以获得ｆ（ｘ）的
二阶均值计算式

珋ｙ＝ｈ
２－ｎ
ｈ２
ｆ（珔ｘ）＋

１
２ｈ２∑

ｎ

ｐ＝１
［ｆ（珔ｘ＋ｈｓｘ，ｐ）＋ｆ（珔ｘ－ｈｓｘ，ｐ）］ 瑏瑣

根据方差矩阵计算公式，把珋ｆ的二阶插值公式
代入获得二阶方差矩阵表达式，进一步整理得到 ｆ
的二阶方差矩阵计算式

Ｐｙｙ ＝
１
４ｈ２∑

ｎ

ｐ＝１
［ｆ（珔ｘ＋ｈｓｘ，ｐ）－珓ｆ（珔ｘ－ｈｓｘ，ｐ）］［ｆ（珔ｘ＋

ｈｓｘ，ｐ）－ｆ（珔ｘ－ｈｓｘ，ｐ）］
Ｔ＋ｈ

２－１
４ｈ２ ∑

ｎ

ｐ＝１
［ｆ（珔ｘ＋ｈｓｘ，ｐ）＋

ｆ（珔ｘ－ｈｓｘ，ｐ）－２ｆ（珔ｘ）］［ｆ（珔ｘ＋ｈｓｘ，ｐ）＋
ｆ（珔ｘ－ｈｓｘ，ｐ）－２ｆ（珔ｘ）］

Ｔ＋Ｑ
按照类似步骤计算ｆ（ｘ）的二阶协方差矩阵为

Ｐｘｙ≈Ｅ（ＳｘΔｚ）珟ＤΔｚ珓ｆ＋
１
２
珟Ｄ２Δｚ珓ｆ－Ｅ

１
２
珟Ｄ２Δｚ珓[ ]( )ｆ{ }Ｔ ＝

Ｅ｛（ＳｘΔｚ）（珟ＤΔｚ珓ｆ）
Ｔ｝＝

１
２ｈ∑

ｎ

ｐ＝１
ｓｘ，ｐ［珓ｆ（珋ｚ＋ｈｅｐ）－珋ｆ（珋ｚ－ｈｅｐ）］

Ｔ

对其进一步整理得到其计算公式为

Ｐｘｙ ＝
１
２ｈ∑

ｎ

ｐ＝１
ｓｘ，ｐ［ｆ（珔ｘ＋ｈｓｘ，ｐ）－ｆ（珔ｘ－ｈｓｘ，ｐ）］

Ｔ

２．３　ＳＩＮＳ初始对准ＱＣＤＫＦ算法
状态参数初始化和初始方差矩阵的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ

分解操作如下：

Ｅ（ｘ０）＝ｘ^０
Ｐ０≡ｃｏｖ（ｘ０）＝Ｅ（（^ｘ０－ｘ０）（^ｘ０－ｘ０）

Ｔ）

Ｐ０ ＝Ｓｘ，０Ｓ
Ｔ
ｘ，０

２．３．１　选取ｋ－１时刻Ｓｉｇｍａ点和权值　把ｋ－１
时刻 Ｓｉｇｍａ点分为四元数和非四元数２部分向量
χｋ－１＝［χ

ｑＴ
ｋ－１　χ

ｅＴ
ｋ－１］

Ｔ．计算四元数部分向量χｑｋ
χｑ０，ｋ－１＝Ｑ^

＋
ｋ－１

χｑｉ，ｋ－１＝δχ
ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１Ｑ^

＋
ｋ－１　ｉ＝１，…，ｎ

χｑｉ，ｋ＝（δχ
ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１）

－１Ｑ^＋ｋ－１　ｉ＝ｎ＋１，…，２ｎ
根据ＣＤＫＦ算法计算非四元数部分向量的 Ｓｉｇ

ｍａ点
χｅ０，ｋ－１＝^ｘ

ｅ
ｋ－１

χｅｉ，ｋ－１＝^ｘ
ｅ
ｋ－１＋［ｈＳｘ，ｋ－１］ｉ　ｉ＝１，…，ｎ

χｅｉ，ｋ－１＝^ｘ
ｅ
ｋ－１－［ｈＳｘ，ｋ－１］ｉ　ｉ＝ｎ＋１，…，２ｎ

根据Ｓｔｉｒｌｉｎｇ插值计算结果，定义 Ｓｉｇｍａ点对应
均值和方差权值：

Ｗ（ｍ）０ ＝（ｈ２－ｎ）／ｈ２　　Ｗ（ｃ１）ｉ ＝１／４ｈ２

Ｗ（ｍ）ｉ ＝１／２ｈ２　　Ｗ（ｃ２）ｉ ＝（ｈ２－１）／４ｈ４

其中，ｉ＝１，…，２ｎ．
２．３．２　时间更新　 由非线性状态方程 χｉ，ｋ｜ｋ－１ ＝
ｆ（χｉ，ｋ－１）确定状态变量预测均值和方差，根据式 瑏瑣
计算四元数部分的预测加权均值四元数

ｘ^ｑｋ｜ｋ－１ ＝ａｒｇｍａｘχ
ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１Ｍ（χ

ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１）

Ｔ

其中Ｍ ＝∑
２ｎ

ｉ＝０
ｗｉχ

ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１（χ

ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１）

Ｔ．非四元数部分按

照ＣＤＫＦ算法计算预测均值

ｘ^ｅｋ｜ｋ－１ ＝∑
２ｎ

ｉ＝０
Ｗ（ｍ）ｉ χ

ｅ
ｉ，ｋ｜ｋ－１
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四元数方差也不能在向量空间内计算，可采用

乘性误差四元数 δχｑｉ，ｋ｜ｋ－１来表示状态预测值 χ
ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１

到预测均值 ｘ^ｑｋ｜ｋ－１之间的距离，从而获得四元数状态
预测误差协方差矩阵Ｐｑｋ｜ｋ－１

δχｑｉ，ｋ｜ｋ－１ ＝ｘ^
ｑ
ｋ｜ｋ－１（χ

ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１）

－１

Ｐｑｋ｜ｋ－１ ＝∑
ｎ

ｉ＝０
［Ｗ（ｃ１）ｉ δχ

ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１（δχ

ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１）

Ｔ＋

Ｗ（ｃ２）ｉ δχ
ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１（δχ

ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１）

Ｔ］＋Ｑｑｋ－１
非四元数部分状态向量预测误差协方差矩阵为

Ｐｅｋ｜ｋ－１ ＝∑
ｎ

ｉ＝０
［Ｗ（ｃ１）ｉ （χ

ｅ
ｉ，ｋ｜ｋ－１－χ

ｅ
ｎ＋ｉ，ｋ｜ｋ－１）

２＋

Ｗ（ｃ２）ｉ （χ
ｅ
ｉ，ｋ｜ｋ－１＋χ

ｅ
ｎ＋ｉ，ｋ｜ｋ－１－２χ

ｅ
０，ｋ｜ｋ－１）

２］＋Ｑｅｋ－１
Ｓｉｇｍａ点更新计算为

χｋ｜ｋ－１ ＝［^ｘｋ｜ｋ－１^ｘｋ｜ｋ－１＋ｈ Ｐｋ｜ｋ－槡 １ ｘ^ｋ｜ｋ－１－

ｈ Ｐｋ｜ｋ－槡 １］

２．３．３　测量更新　根据系统观测方程式⑦，选取
的观测量中没有四元数，观测量的均值和方差计算

可以根据 ＣＤＫＦ步骤进行．通过观测方程 ｚｉ，ｋ｜ｋ－１ ＝
ｈ（χｉ，ｋ｜ｋ－１）计算观测预测均值及方差

ｚ^ｋ｜ｋ－１ ＝∑
２ｎ

ｉ＝０
Ｗ（ｍｉ）ｉ ｚｉ，ｋ｜ｋ－１

Ｐｑｘｚ，ｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝０
［Ｗ（ｃ１）ｉ δχ

ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１（ｚｉ，ｋ｜ｋ－１－ｚ^ｋ｜ｋ－１）

Ｔ＋

ω（ｃ２）ｉ δχ
ｑ
ｉ，ｋ｜ｋ－１（ｚｉ，ｋ｜ｋ－１－ｚ^ｋ｜ｋ－１）

Ｔ］

Ｐｅｘｚ，ｋ ＝ Ｗ（ｃｉ）１ Ｐ
ｅ
ｋ｜ｋ－槡 １（ｚ１：ｎ，ｋ｜ｋ－１－ｚｎ＋１：２ｎ，ｋ｜ｋ－１）

Ｔ

Ｐｚｚ，ｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝０
［Ｗ（ｃ１）ｉ （ｚｉ，ｋ｜ｋ－１－ｚｎ＋ｉ，ｋ｜ｋ－１）

２＋

Ｗ（ｃ２）ｉ （ｚｉ，ｋ｜ｋ－１＋ｚｎ＋ｉ，ｋ｜ｋ－１－２ｚ０，ｋ｜ｋ－１）
２］＋Ｒｋ

２．３．４　状态更新　状态增益矩阵Ｋｋ ＝Ｐｘｚ，ｋＰ
－１
ｚｚ，ｋ，

状态误差方差矩阵

Ｐｋ｜ｋ ＝Ｐｋ｜ｋ－１－ＫｋＰ
－１
ｚｚ，ｋＫ

Ｔ
ｋ

四元数更新采用乘性误差四元数计算获得

ｘ^ｑｋ｜ｋ ＝δ^ｘ
ｑ
ｋ｜ｋ （^ｘ

ｑ
ｋ｜ｋ－１）

－１

其中 δ^ｘｑｋ｜ｋ ＝［δｑ０，δｑ
Ｔ］Ｔ，δｑ＝Ｋｋ（ｚｋ－ｚ^ｋ｜ｋ－１），

δｑ０ ＝ １－δｑＴδ槡 ｑ．
非四元数部分状态更新为

ｘ^ｅｋ｜ｋ ＝ｘ^
ｅ
ｋ｜ｋ－１＋Ｋｋ（ｚｋ－ｚ^ｋ｜ｋ－１）

３　仿真研究
针对ＳＩＮＳ系统方程⑥⑦和观测方程⑨，利用舰

船三轴摇摆运动模型进行ＱＣＤＫＦ和ＥＫＦ算法的海
上对准仿真研究［３］．舰船纵摇、横摇和航向幅度分
别为５°，４°和３°，摇摆频率分别是０．０５Ｈｚ，０．１０Ｈｚ

和０．０５Ｈｚ，初始角设为０°，０°和９０°；舰船东向和北
向初始速度取值为１０ｍ／ｓ，其所处地理位置为北纬
４５．６°，东经 １２６．７５°．系统状态 ｘ初始值 ｘ０ ＝
［（ｘｑ０）

Ｔ　（ｘｅ０）
Ｔ］Ｔ，ｘｑ０＝［０００１］

Ｔ，为验证 ＳＩＮＳ系
统模型的滤波鲁棒性，初始姿态误差角设为 １０°，
１５°和６０°．陀螺常值漂移为１°／ｈ，随机漂移０．０２°／
ｈ，加速度计初始偏差设置为 １０－３ｇ，随机漂移为
１０－４ｇ．忽略惯性器件安装误差以及刻度因子误差，
速度测量误差设为［０．０１ｍ／ｓ　０．０１ｍ／ｓ］Ｔ．初始状
态向量的方差矩阵取为

Ｐ０＝ｄｉａｇ（０．５
２，０．５２，０．５２，０．５２，０．０１２，０．０１２，
（１０－４ｇ）２，（１０－４ｇ）２，

（０．０２°／ｈ）２，（０．０２°／ｈ）２，（０．０２°／ｈ）２）
系统过程噪声方差矩阵 Ｑ和量测噪声方差矩

阵Ｒ分别为
Ｑ＝ｄｉａｇ（１０－４ｇ）２，（１０－４ｇ）２，

（０．０２°／ｈ）２，（０．０２°／ｈ）２，（０．０２°／ｈ）２）
Ｒ＝ｄｉａｇ（（０．０１）２，（０．０１）２）

分别采用ＥＫＦ和ＱＣＤＫＦ这２种滤波方法进行
大角度失准角 ＳＩＮＳ初始对准仿真研究，利用 ＥＫＦ
算法仿真获得的 ＳＩＮＳ系统姿态失准角估计误差数
据如图１所示，利用 ＱＣＤＫＦ算法获得 ＳＩＮＳ系统姿
态失准角估计误差数据如图 ２所示，应用 ＥＫＦ和
ＱＣＤＫＦ算法获得的东向和北向速度估计误差数据
如图３所示．表１给出了 ＱＣＤＫＦ和 ＥＫＦ这２种算
法计算获得的３个姿态误差角分量和２个速度误差
估计精度对比数据．由姿态失准角估计误差计算仿
真图形和统计数据表１可知：当水平失准角为小角
度时，与 ＱＣＤＫＦ算法相比，ＥＫＦ算法获得的对准精
度略有降低，但仍然能够取得较高的对准精度，这是

图１　应用ＥＫＦ算法计算的姿态失准角误差估计曲线
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图２　应用ＱＣＤＫＦ算法计算的姿态失准角误差估计曲线

图３　应用ＥＫＦ和ＱＣＤＫＦ算法计算的东向和
北向速度误差估计曲线

表１　ＱＣＤＫＦ和ＥＫＦ算法获得的
估计精度数据对照表

算法 δφｘ δφｙ δφｚ δＶｘ δＶｙ

ＱＣＤＫＦ ０．１６′ －０．３２′１．３７′ ０．０９ｍ／ｓ０．０４ｍ／ｓ

ＥＫＦ ３．１′ ２．３′ ７．４′ ０．４２ｍ／ｓ０．５９ｍ／ｓ

因为在姿态误差角为小角度时，ＥＫＦ算法的高阶截
断误差相对较小，对滤波精度影响不明显；而当姿

态误差角为大角度时，ＱＣＤＫＦ比 ＥＫＦ算法的估计
精度显著提高，因为此时ＳＩＮＳ模型存在的强烈非线
性给ＥＫＦ算法带来较大影响，而基于中心差分计算
的ＱＣＤＫＦ算法则能够以更高的精度估计ＳＩＮＳ非线
性系统的后验均值和估计误差方差矩阵，从而有效

提高了ＳＩＮＳ系统滤波精度；另外从仿真数据图形可
以看出，ＱＣＤＫＦ算法的数值计算稳定性优于 ＥＫＦ
算法，原因在于ＣＤＫＦ算法采用方差矩阵平方根计

算和随机解耦变换，能够确保估计误差方差矩阵的

正定性，从而保证滤波算法的数值计算稳定性．仿
真数据说明非线性四元数误差模型中 ＱＣＤＫＦ算法
能够较好地解决 ＳＩＮＳ在大失准角情形下非线性初
始对准问题．

４　结论
本文利用乘性四元数建立大角度初始对准失

准角ＳＩＮＳ系统误差方程，结合非线性系统ＣＤＫＦ滤
波算法，提出四元数中心差分滤波（ＱＣＤＫＦ）算法．
通过构造姿态矩阵代价函数计算其最大特征值求

取对应的特征向量作为预测四元数均值，并选择具

有单位范数的特征向量来满足预测四元数均值计

算保范性和符号不变性要求．利用乘性四元数误差
表示四元数Ｓｉｇｍａ点与预测四元数均值距离计算四
元数预测误差方差矩阵，克服了 Ｓｉｇｍａ点滤波算法
在四元数滤波的应用局限性．仿真结果表明该算法
具有较高的对准精度和更好的数值计算稳定性．
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