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一类可以对角化的矩阵
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摘要：利用共轭转置矩阵和Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵等概念，发现并证明了一类可以对角化的矩阵，给出了其对
角形的具体表示和一些其他结论．
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０　引言

矩阵理论与方法已成为现代科技领域必不可

少的工具，数值分析、微分方程、概率统计、力学、网

络等学科与矩阵理论有着密切的联系．共轭转置矩
阵，特别是 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵的正定、半正定，在解析函
数插值问题的研究中，成为判定一些插值问题是否

有解、是否有无穷多解的一个关键［１］，目前已有重

要研究成果［２－３］．本文拟利用共轭转置矩阵，特别是
Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵和正规矩阵等概念和理论，给出一类特
殊的正规矩阵，即一类可以对角化的矩阵，并给出

了其对角形的具体表示和一些其他结论．

１　主要结论

定义　设Ａ＝（ａｉ，ｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，记Ａ ＝ＡＴ，若

Ａ ＝Ａ

则称Ａ是一个Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵．
在矩阵论中，Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵 Ａ具有许多好的性

质，例如，它的特征值都是实数，属于它的不同特征

值的特征向量彼此正交，它可以对角化等．研究发
现，适合条件Ａ ＝Ａ２的矩阵也有许多好的性质，有
助于进一步的研究．

本文约定：用 σ（Ａ）＝｛λ１，λ２，…，λｓ｝表示方
阵Ａ的所有两两不同的特征值形成的集合，即Ａ的
谱，ρ（Ａ）＝ｍａｘ｛｜λ１｜，｜λ２｜，…，｜λｓ｜｝表示矩阵
Ａ的谱半径．

定理１　若Ａ＝（ａｉ，ｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，Ａ ＝Ａ２，则Ａ可

以对角化．
证明　因为当Ａ ＝Ａ２时，
ＡＡ＝Ａ２Ａ＝Ａ３ ＝ＡＡ２ ＝ＡＡ ①

这表明Ａ是一个正规矩阵．从而Ａ酉相似于一个对
角矩阵［４］．

定理２　设Ａ＝（ａｉ，ｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，若Ａ ＝Ａ２，则
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σ（Ａ） ０，１，－１２ ±
槡３
２{ }ｉ．

证明　设λ＝ａ＋ｂｉ，ａ，ｂ∈Ｒ是矩阵Ａ的一个
特征值，ｘ≠０是矩阵Ａ的属于特征值λ的一个特征
向量，于是有

Ａｘ＝λｘ
再利用酉线性空间中向量的内积的知识，有

〈Ａ２ｘ，ｘ〉＝〈λ２ｘ，ｘ〉＝λ２〈ｘ，ｘ〉
〈Ａｘ，ｘ〉＝ｘ（Ａｘ）＝ｘＡｘ＝（Ａｘ）ｘ＝

（λｘ）ｘ＝珔λｘｘ＝珔λ〈ｘ，ｘ〉 ②
因为Ａ ＝Ａ２，故由①②两式可得λ２〈ｘ，ｘ〉＝

珔λ〈ｘ，ｘ〉，但〈ｘ，ｘ〉≠０，从而
λ２ ＝珔λ ③

式③表示
（ａ＋ｂｉ）２ ＝ａ－ｂｉ

即

ａ＝ａ２－ｂ２　　２ａｂ＝－ｂ ④
这时有

ａ）若ｂ＝０，λ∈Ｒ，由④式可得ａ＝ａ２，ａ＝
０，１∈σ（Ａ）；

ｂ）若ｂ≠０，λ１，２ ＝－
１
２±

槡３
２ｉ∈σ（Ａ）；

ｃ）一般地，有

σ（Ａ） ０，１，－１２ ±
槡３
２{ }ｉ ⑤

定理３　 适合条件 Ａ ＝Ａ２的矩阵的谱半径
ρ（Ａ）＝１．

证明　由式⑤立得．
定理４　设Ａ ＝Ａ２∈Ｃｎ×ｎ，σ（Ａ）＝｛０，１｝，

则

（Ⅰ）Ａ是幂等矩阵；
（Ⅱ）Ａ是Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵．
证明　（Ⅰ）若Ａ ＝Ａ２，σ（Ａ）＝｛０，１｝，由定

理４可知，Ａ可以对角化．Ａ的最小多项式有如下
形式：

ｍ（λ）＝λ（λ－１）
于是有

Ａ（Ａ－Ｅ）＝０　　Ａ２ ＝Ａ
即Ａ是幂等矩阵．此时，下述ｄ）—ｇ）均成立［５］：

ｄ）Ａ相似于
Ｉｒ ０[ ]
０ ０

；

ｅ）ｒ（Ａ）＋ｒ（Ａ－Ｅ）＝ｎ；
ｆ）存在ｒ×ｎ行满秩矩阵Ｂ和ｎ×ｒ列满秩矩阵

Ｃ使得
Ａ＝ＣＢ　　ＢＣ＝Ｅ

ｇ）ｔｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ）．
此外，利用矩阵函数理论，还可以得到关于矩

阵函数的一些有趣的结论．
ｈ）ｅＡ ＝Ｉ＋（ｅ－１）Ａ
事实上，因为Ａ可以对角化，便存在ｎ阶可逆矩

阵Ｐ，使Ａ＝Ｐｄｉａｇ［１，１，…，１，０，０，…，０］Ｐ－１．按照
Ｊｏｒｄａｎ标准形理论以及矩阵函数理论，有

ｅＡ ＝Ｐｄｉａｇ［ｅ，ｅ，…，ｅ，１，１，…，１］Ｐ－１ ＝
Ｐｄｉａｇ［１，１，…，１］Ｐ－１＋

（ｅ－１）Ｐｄｉａｇ［１，１，…，１，０，０，…，０］Ｐ－１ ＝
Ｉ＋（ｅ－１）Ａ

ｉ）ｓｉｎＡ＝Ａｓｉｎ１．
事实上，依据和上述ｈ）一样的理论，有

ｓｉｎＡ＝Ｐｄｉａｇ［ｓｉｎ１，ｓｉｎ１，…，ｓｉｎ１，０，０，…，０］Ｐ－１ ＝
Ａｓｉｎ１

类似地，可得ｃｏｓＡ，Ｌｎ（Ａ＋Ｅ）等的表达式．
（Ⅱ）因为Ａ ＝Ａ２，由（Ⅰ）可知Ａ２＝Ａ，推得

Ａ ＝Ａ
此即Ａ是 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵，而且是半正定的．此时，Ａ
有以下性质［４］：

ｊ）Ａ＋εＩ＞０， ε＞０；
ｋ）Ａ的所有主子阵的特征值均为非负数；
ｌ）Ａ的所有主子式均为非负数；
ｍ）对ｋ＝１，…，ｎ，Ａ的所有ｋ阶主子式之和为

非负数；

ｎ）存在Ｃ∈Ｃｎ×ｎ（或Ｒｎ×ｎ）使得Ａ＝ＣＣ．
定理５　设Ａ ＝Ａ２∈Ｃｎ×ｎ，λ，μ∈σ（Ａ）不相

等，则Ａ的属于特征值λ，μ的特征向量是正交的．
证明　设λ，μ是矩阵Ａ的２个不同的特征值，

ｘ１，ｘ２是对应的特征向量，则有 Ａｘ１ ＝λｘ２，Ａｘ２ ＝
μｘ２，于是

λ２〈ｘ１，ｘ２〉＝〈λ
２ｘ１，ｘ２〉＝〈Ａ

２ｘ１，ｘ２〉＝

〈Ａｘ１，ｘ２〉＝〈ｘ１，Ａｘ２〉＝〈ｘ１，μｘ２〉＝珔μ〈ｘ１，ｘ２〉

即（λ２－珔μ）〈ｘ１，ｘ２〉＝０．
但这种Ａ至多有４个两两不同的特征值，它们

分别是０，１，－１２ ＋
槡３
２ｉ，
－１
２ －

槡３
２ｉ，经计算易知，必然

λ２≠珔μ，故〈ｘ１，ｘ２〉＝０，也即
ｘ１⊥ｘ２

定理６　在定理２中，有
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ｏ）若σ（Ａ）＝｛０，１｝，则存在ｎ阶可逆矩阵Ｐ，
使得

Ｐ－１ＡＰ＝ｄｉａｇ［０，０，…，０，１，１，…，１］

ｐ）若σ（Ａ）＝ －１
２ ＋

槡３
２ｉ，
－１
２ －

槡３
２{ }ｉ，则存在

可逆矩阵Ｑ，使

Ｑ－１ＡＱ＝ｄｉａｇ［１２（－１＋槡３ｉ），…，
１
２（－１＋槡３ｉ），

－１
２（１＋槡３ｉ），…，

－１
２（１＋槡３ｉ）］

ｑ）若σ（Ａ）＝ ０，１，－１２ ±
槡３
２{ }ｉ，则存在 ｎ阶

可逆矩阵Ｑ，使得

Ｑ－１ＡＱ＝ｄｉａｇ［λ１，…，λｒ，
１
２（－１＋槡３ｉ），…，

１
２（－１＋槡３ｉ），

－１
２（１＋槡３ｉ），…，

－１
２（１＋槡３ｉ）］

其中，λｉ非０即１，ｉ＝１，２，…，ｒ．
在定理６中，ｏ）和ｐ）中的Ｑ可以通过矩阵的初

等列变换获得．下面仅就ｐ）的情况说明如下［６］．

对矩阵
－１
２ －

槡３
２( )ｉＥ－Ａ

　　　　







Ｅ
作初等列变换，得

－１
２ －

槡３
２( )ｉＥ－Ａ






Ｅ
→
Ｂ　Ｏ
Ｍ　[ ]Ｃ

其中，ｒ（Ｂ）＝Ｂ的列数 ＝ｒ（（－１２ －
槡３
２ｉ）Ｅ－Ａ））．

Ｃ的列向量组线性无关，而且 Ｃ的每一个列向量都

是Ａ的属于特征值－１２ －
槡３
２ｉ的特征向量，Ｂ的列向

量组线性无关，而且Ｂ的每一个列向量都是Ａ的属

于特征值
－１
２ ＋

槡３
２ｉ的特征向量 ．

令Ｑ＝［Ｃ，Ｂ］，则Ｑ可逆，且有

Ｑ－１ＡＱ＝ｄｉａｇ［－１２（１＋槡３ｉ），…，
－１
２（１＋槡３ｉ），

１
２（－１＋槡３ｉ），…，

１
２（－１＋槡３ｉ）］

２　结语

本文给出了一类可以对角化的矩阵，以及该类

矩阵的谱的最大集合．由于其可以对角化，进一步
获得了一些矩阵函数的简洁表达式，还证明了它与

Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵的一些类似的性质，从而得出属于不同
特征值λ，μ的特征向量是彼此正交的结论．这些都
是一般矩阵所不具备的．
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