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摘要：从矩阵本身元素出发，就某些论断进行适当改进，给出了非奇异 Ｈ－矩阵新的判别方法．数值
例子表明，新判据比原有结果有更大的适用范围．
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０　引言

Ｈ－矩阵的应用非常广泛，在计算数学和矩阵
理论的研究中也很重要，因此判别一个矩阵是否为

Ｈ－矩阵非常重要．国内外学者对此做了大量探讨
和研究，也给出了一些判别方法［１８］，但是目前实用

而简便的判定方法仍较为少见．本文拟从矩阵本身
元素出发，对某些论断作适当改进，结合不等式的

放缩技巧，得出非奇异Ｈ－矩阵一组新的判别方法，
并将其推广到不可约情形和具非零元素链情形．

１　预备知识

为了简洁叙述，本文约定下列符号：用 Ｃｎ×ｎ表
示ｎ阶复方阵，设 Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｃ

ｎ×ｎ，如果 ｜ａｉｉ｜≥

Ｒｉ（Ａ）＝∑
ｊ≠ｉ
ａｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ（Ｒｉ（Ａ）简写为Ｒｉ，

一般假定Ｒｉ≠０，ｉ∈Ｎ），则称Ａ为（行或）对角占优
矩阵．如果｜ａｉｉ｜＞Ｒｉ（Ａ），ｉ＝１，２，…，ｎ，则称Ａ为
（行）严格对角占优矩阵［１］．

定义１［２］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，若存在正对角

矩阵Ｄ，使得ＡＤ为严格对角占优矩阵，则称Ａ为广
义对角占优矩阵（或称Ａ为非奇异Ｈ－矩阵）．

设Ｎ＝（１，２，…，ｎ），且有
Ｎ１ ＝｛ｉ∈Ｎ：０＜｜ａｉｉ｜≤Ｒｉ（Ａ）｝
Ｎ２ ＝｛ｉ∈Ｎ：｜ａｉｉ｜＞Ｒｉ（Ａ）｝

显然有Ｎ１∪Ｎ２ ＝Ｎ．Ｎ１ ＝时，Ａ显然为非奇异
Ｈ－矩阵；事实上，若Ａ为非奇异Ｈ－矩阵，则Ａ至少
有一个严格对角占优行［３］，故本文假设 Ｎ１ ＝，

Ｎ２ ＝．另外，若 Ｎ１（Ｎ２）为单点集，规定 ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

·＝
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０，ｉ∈Ｎ１（∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

·＝０，ｉ∈Ｎ２）
［３］．设

Ｒｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

＋∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜

ｉ∈Ｎ２ ①
显然有０＜Ｒｉ ≤Ｒｉ，ｉ∈Ｎ２．

定义２［４］　 具非零元素链对角占优矩阵 Ａ＝
（ａｉｊ）∈Ｃ

ｎ×ｎ是指Ａ满足以下３个条件：
１）｜ａｉｉ｜≥Ｒｉ（Ａ），ｉ＝１，２，…，ｎ；
２）Ｋ＝｛ｋ∈Ｎ：｜ａｋｋ ＞Ｒｋ（Ａ）｜｝≠；
３）对于ｉ∈Ｎ，若ｉＫ，则必存在如下的非零元

素序列ａｉｉ１，ａｉ１ｉ２，…，ａｉｓｋ．
定义３［５］　设 Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｃ

ｎ×ｎ不可约，如果

｜ａｉｉ｜≥Ｒｉ（Ａ），ｉ＝１，２，…，ｎ，至少有一个严格不等
式成立，则称Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．

引理１［３］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，若

｜ａｉｉ｜＞ ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜＋∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜Ｒｊ（Ａ）
｜ａｊｊ｜

ｉ∈Ｎ１
则Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．

引理２［６］　严格对角占优、不可约对角占优都
是广义对角占优矩阵．

引理３［６］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ为广义对角占

优矩阵，则Ａ为非奇异，且Ａ的主对角元素皆非零．
引理４［７］　Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ

ｎ×ｎ，且具非零元素链

的对角占优矩阵，则Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．

２　主要结论

定理１　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，若

｜ａｉｉ｜Ｍ ＞ ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜Ｍ＋∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

ｉ∈Ｎ１ ②

其中Ｍ ＝ｍａｘ
ｊ∈Ｎ２

Ｒｊ
｜ａｊｊ

{ }｜，则Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．
证明　一般情况总假定ａｉｉ≠０，Ｒｉ≠０，ｉ∈Ｎ．

若Ｒｉ＝０，只需考虑ａｉｉ的余子矩阵．
令

Ｇｉ＝
１

∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜
（｜ａｉｉ｜Ｍ－∑

ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ
｜ａｉｊ｜·Ｍ－

∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

）＞０　　ｉ∈Ｎ１ ③

ｇｉ＝
１

∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜
（Ｒｉ －∑

ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜Ｍ－

∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

）＞０　　ｉ∈Ｎ２ ④

由①②可得，０＜ｇｉ，０＜Ｇｉ，并且一定存在充分
小的ε＞０满足

０＜ε＜ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ
｛ｇｉ，Ｇｉ｝ ⑤

构造正对角矩阵Ｄ＝ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ），其中

ｄｉ＝
Ｍ＋ε　　 ｉ∈Ｎ１
Ｒｊ ｜ａｊｊ｜ ｉ∈Ｎ{

２

设 Ｂ＝（ｂｉｊ）＝ＡＤ，则ｂｉｊ＝ａｉｊ·ｄｊ，ｉ，ｊ∈Ｎ，下
面只需证明Ｂ＝ＡＤ是严格对角占优矩阵即可．

ｉ∈Ｎ１，｜ｂｉｉ｜＝｜ａｉｉ｜（Ｍ＋ε），有

∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ｂｉｊ｜＝ ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜（Ｍ＋ε）＋

∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

＝ ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜Ｍ＋

∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜ε＋∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

由③⑤可知，上式可变为

∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ｂｉｊ｜＜ ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜Ｍ＋

∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜ε＋｜ａｉｉ｜ε＋∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ｂｉｊ｜＜ ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜Ｍ＋

∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜
１

∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜
｜ａｉｉ｜Ｍ－∑

ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ
｜ａｉｊ( ｜Ｍ－

∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ

)｜＋∑ｊ∈Ｎ２｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

＜

｜ａｉｉ｜Ｍ＋｜ａｉｉ｜ε＝｜ｂｉｉ｜

ｉ∈Ｎ２，｜ｂｉｉ｜＝｜ａｉｉ｜
Ｒｉ
｜ａｉｉ｜

＝Ｒｉ

∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ｂｉｊ｜＝∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜（Ｍ＋ε）＋

∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

当∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜＝０，即ａｉｊ＝０，ｉ∈Ｎ２时，

Ｒｉ（Ｂ）＝ ∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ｂｉｊ｜＝ ∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

＜

∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

＝Ｒｉ

当∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜≠０，即ａｉｊ≠０，ｉ∈Ｎ２时，

Ｒｉ（Ｂ）＝ ∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ｂｉｊ｜＝∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜（Ｍ＋ε）＋
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∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

由④⑤可得

Ｒｉ（Ｂ）＜∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜Ｍ＋∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜ｇｉ＋

∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

＝Ｒｉ ＝｜ｂｉｉ｜

可见ｉ∈Ｎ，｜ｂｉｉ｜＞Ｒｉ（Ｂ）即Ｂ是严格对角
占优矩阵，因而Ａ是广义对角占优矩阵，即为非奇异
Ｈ－矩阵．证毕．

定理２　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ不可约，若

｜ａｉｉ｜
２≥Ｒｉ（Ａ）Ｑ（∑

ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ
｜ａｉｊ｜＋∑

ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜）

ｉ∈Ｎ１ ⑥
且至少有一个严格不等式成立，其中

Ｑ＝ ｍａｘ
ｉ∈Ｎ１，ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｉ｜
Ｒｉ（Ａ）

，
Ｒｊ
｜ａｊｊ

{ }｜
则Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．

证明　构造正对角矩阵 Ｄ＝ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，

ｄｎ），其中ｄｉ＝
｜ａｉｉ｜
Ｒｉ（Ａ）

ｉ∈Ｎ１

Ｒｊ／｜ａｊｊ｜ ｉ∈Ｎ２
{ ．

显然Ｄ为正对角矩阵，设 Ｂ＝（ｂｉｊ）＝ＡＤ，则
ｂｉｊ＝ａｉｊ·ｄｊ，ｉ，ｊ∈Ｎ．下面只需证明Ｂ＝ＡＤ是严格
对角占优矩阵即可．

ｉ∈Ｎ１时，有

｜ｂｉｉ｜－Ｒｉ（Ｂ）＝｜ａｉｉ｜
｜ａｉｉ｜
Ｒｉ（Ａ）

－

∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
｜ａｊｊ｜
Ｒｊ（Ａ）

－∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

当∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜≠０时，由⑥可知

｜ｂｉｉ｜－Ｒｉ（Ｂ）≥｜ａｉｉ｜
｜ａｉｉ｜
Ｒｉ（Ａ）

－

Ｑ（∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜＋∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜）≥０

当∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜＝０时，由⑥可知

｜ｂｉｉ｜－Ｒｉ（Ｂ）＝｜ａｉｉ｜
｜ａｉｉ｜
Ｒｉ（Ａ）

－

∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
｜ａｊｊ｜
Ｒｊ（Ａ）

≥｜ａｉｉ｜
｜ａｉｉ｜
Ｒｉ（Ａ）

－

Ｑ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜≥０ ⑦

ｉ∈Ｎ２时，有

｜ｂｉｉ｜－Ｒｉ（Ｂ）＝Ｒｉ －∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜
｜ａｊｊ｜
Ｒｊ（Ａ）

－

∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

由①可知

｜ｂｉｉ｜－Ｒｉ（Ｂ）＝ ∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

＋∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜－

∑
ｊ∈Ｎ１

｜ａｉｊ｜
｜ａｊｊ｜
Ｒｊ（Ａ）

－∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

｜ａｉｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

≥０

综上所述，ｉ∈Ｎ，｜ｂｉｉ｜≥Ｒｉ（Ｂ）．且⑦中至
少有一个严格不等号成立，又因 Ａ不可约，保证了
Ｂ＝ＡＤ不可约，从而Ｂ＝ＡＤ是不可约对角占优矩
阵，所以Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．

定理３　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，若有

｜ａｉｉ｜
２≥Ｒｉ（Ａ）Ｑ（∑

ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ
｜ａｉｊ｜＋∑

ｊ∈Ｎ２

｜ａｉｊ｜）

ｉ∈Ｎ１
成立，且至少有一个严格不等号成立，对于每一不

等式成立的ｉ存在非零元素链ａｉｊ１·ａｊ１ｊ２…ａｊｋ－１ｊｋ≠０满

足｜ａｋｋ｜
２≥ Ｒｋ（Ａ）Ｑ（∑

ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ
｜ａｋｊ｜＋∑

ｊ∈Ｎ２

｜ａｋｊ｜），

ｉ∈Ｎ１，则Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．
证明　构造正对角矩阵 Ｄ＝ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，

ｄｎ），其中ｄｉ＝
｜ａｉｉ｜
Ｒｉ（Ａ）

　　 ｉ∈Ｎ１

Ｒｊ／｜ａｊｊ｜ ｉ∈Ｎ２
{ ．

显然Ｄ为正对角矩阵，设Ｂ＝（ｂｉｊ）＝ＡＤ，ｂｉｊ＝ａｉｊ·
ｄｊ，ｉ，ｊ∈Ｎ，ＡＤ不改变Ａ的非零元素链性质，由定理
２的证明过程可以看出，Ｂ为具非零元素链对角占优
矩阵，由引理３可知，则Ｂ为非奇异Ｈ－矩阵．因而
存在正对角矩阵Ｄ１，使得ＢＤ１＝ＡＤＤ１为严格对角
占优矩阵．而ＤＤ１显然为正对角矩阵，故 Ａ也为非
奇异Ｈ－矩阵．

３　数值例子

设Ａ＝

０．９ ０．１ ０．２ ０．１
０．９ ０．９ ０．７ ０．８
０．１ ０．１ ０．９ ０．１

０．３ ０．１ ０．２















６
９

，从而有

Ｎ１ ＝｛２｝　　Ｎ２ ＝｛１，３，４｝

｜ａ１１｜＝０．９　　Ｒ１ ＝０．４　　
Ｒ１
｜ａ１１｜

＝４９

Ｒ１ ≈０．２５７　　
Ｒ１
｜ａ１１｜

≈０．２８９

｜ａ２２｜＝０．９　　Ｒ２ ＝２．４
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｜ａ３３｜＝０．９　　Ｒ１ ＝０．３　　
Ｒ３
｜ａ３３｜

＝１３

Ｒ１ ≈０．２３４　　
Ｒ３
｜ａ３３｜

＝０．２６

｜ａ４４｜＝
６
９　　Ｒ４ ＝０．６　　

Ｒ４
｜ａ４４｜

＝０．９

Ｒ１ ≈０．３００　　
Ｒ４
｜ａ４４｜

＝０．４５

构造正对角矩阵

Ｄ＝ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ）＝
（０．２８９，０．９＋ε，０．２６，０．４５）

取
１
１０３
＝ε＜ｍｉｎ

ｉ∈Ｎ
｛ｇ１ ＝０．７，ｇ３ ＝０．７０１，ｇ４ ＝

０．７１３，Ｇ２ ＝０．０１０８｝，当ｉ＝２时，有

｜ａ２２｜Ｍ ＝０．９×０．９＝０．８１＞ ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠２

｜ａ２ｊ｜Ｍ＋

∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａ２ｊ｜
Ｒｊ
｜ａｊｊ｜

＝０．２５７＋０．１８２＋０．３６＝０．７９９

即Ａ满足本文定理１的条件，Ｂ＝ＡＤ是严格对角占
优矩阵，即Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．

但是，ｉ＝２时，应用引理１可得

｜ａ２２｜＝０．９＜ ∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠２

｜ａ２ｊ｜＋∑
ｊ∈Ｎ２

｜ａ２ｊ｜
Ｒｊ（Ａ）
｜ａｊｊ｜

＝

０．９×４９＋０．７×
１
３＋０．８×０．９≈１．３５３

引理１失效，所以本文定理１比引理１的适用
性更为广泛．

４　结论

从本文证明过程不难看出，定理１和引理１互
不包含，定理１允许非严格对角占优可达 ｎ－１行，
而且可以程序化，这就为矩阵的非奇异性的判定开

辟了一条新的路径，也有助于Ｍ－矩阵的相关研究．
在此基础上，将其推广到不可约情形和具非零元素

链情形，也具有十分重要的实际意义．
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