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变绳长三维吊车系统动力学模型构建
吕志
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摘要：建立了桥式起重机变绳长三维吊车系统的动力学数学模型．该模型在桥式起重机设立坐标系
时，选取系统目标控制变量作为坐标系的变量值，运用运动学基本原理分析小车的坐标位置，通过拉

格朗日方程建立模型．该模型不仅将模型变量与控制目标变量对应起来，而且将系统的三维运动以
及由这些运动导致的抓斗摆角的变化考虑其中．仿真结果表明，模型具有简单、直观、效果好等特性．
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０　引言

桥式起重机是机械工程领域中一个重要的运

载工具，广泛应用于各种工业场所，桥式起重机系

统是一种典型的欠驱动机械系统［１－３］．吊车系统在
吊运过程中，货物不可避免地要出现摆动现象，尤

其是在外部环境干扰较大的情况下更是如此．这种
摆动将给生产带来危害与不利，如损坏货物、伤害

地面工作人员、降低生产效率等．针对起重机的这
一现象，国内外学者对其防摆与定位控制做了大量

研究．为了对其进行准确防摆与定位控制，建立精
确、计算简便而又能便于理解的数学模型是十分必

要的．
根据工业领域的不同要求，起重机工作的复杂

程度也不尽相同，一般可分为三维运动、二维运动

和一维运动３种运动状态．其中三维运动是工业领
域中要求最多、最普遍存在的一种，同时也是最复

杂的一种起重机系统．为了便于研究，很多学者都
将起重机的三维模型通过给定绳长简化处理为一

维模型和二维模型，因此对变绳长三维吊车系统建
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立精确、便于理解和计算的数学模型是十分重要的．
在对起重机建模方面有突出贡献的国外学者

如Ｈ．Ｐａｒｋ等［３］利用拉格朗日方程建立了二维桥式

吊车的非线性模型；Ｈ．Ｈ．Ｌｅｅ［４］通过分析系统的物
理模型并对其受力分析推导出了吊车系统的三维

数学模型，为后人在建模方面开辟了思路，在起重

机系统控制研究方面打下了基础．高炳团［５］利用拉

格朗日方程完成了对龙门吊车系统的三维建模，然

而在建模时仅考虑了便于对模型的简化，未将控制

思想考虑在内．
本文拟建立桥式起重机的数学模型，同时考虑

系统之后的控制问题，以利于控制的实现与理

解［６］；然后对建立的起重机模型进行数字仿真实

验，以便与文献［５］仿真结果进行比较，验证其一致
性、正确性．

１　桥式起重机变绳长吊车系统的数学
建模

１．１　起重机系统概述
起重机系统是一个典型的欠驱动机械系统，系

统本身与外部环境变化等因素的影响使变绳长吊

车系统更加复杂．主要体现在吊车系统中钢丝绳的
柔性，使抓头与重物易产生摆动现象，加之各种因

素的影响，如风速变异、系统之间摩擦的不稳定性，

使抓头与重物的摆动现象更加难以分析．
为了便于分析，对桥式起重机变绳长吊车系统

的运动进行抽象考虑，可得到如图１所示的物理模
型．图１中，负载通过绳索与天车相连，ｌ表示绳索的
长度．小车在作用力 ｆｘ作用下沿 ｘ方向运动，在作
用力ｆｙ作用下沿ｙ方向运动，这样通过控制天车水
平方向上的运动就可以实现对悬挂的负载水平方

向上的控制．此外，负载在作用力 ｆｌ的作用下进行
升降运动即改变绳长的运动．

在工作过程中，天车的运动和绳索的升降都会

引起负载的摆动，负载摆动的大小和方向可通过 θｘ
和θｙ来表示．易知在三维桥式吊车系统中 ｆｘ，ｆｙ，ｆｌ
是控制输入量，ｘ，ｙ，ｌ，θｘ，θｙ是目标控制的状态量，
显然此系统是控制输入量少于目标控制状态量的

激励不足的欠驱动系统．为了分析其本质，必须对
该变绳长吊车系统做简化处理，同时由于 Ｍａｔｌａｂ语
言识别能力与人的习惯识别能力有差别，现给定建

模过程中需要引用的模型参数的 Ｍａｔｌａｂ语言符号
和其对应的识别与理解的通用符号，以及基于实际

图１　桥式起重机模型图

样机比例缩小的系统参数值，被简化后的系统参数

量及其符号和物理意义如下：

小车及导轨质量ｘ方向分量Ｍｘ＝１００ｋｇ；
小车及导轨质量ｙ方向分量Ｍｙ＝１００ｋｇ；
ｍ为抓斗及重物质量；
ｘ为抓斗水平ｘ方向位移；
ｘ为抓斗水平ｘ方向速度；
ｘ̈为抓斗水平ｘ方向加速度；
ｙ为抓斗水平ｙ方向位移；
ｙ为抓斗水平ｙ方向速度；
ｙ̈为抓斗水平ｙ方向加速度；
ｌ为钢丝绳伸长长度；
ｌ· 为钢丝绳起升速度；
ｌ¨为钢丝绳起升加速度；
θｘ为抓斗ｘ方向摆角；
θｘ为抓斗ｘ方向摆角速度；
θ̈ｘ为抓斗ｘ方向摆加角速度；
θｙ为抓斗ｙ方向摆角；
θｙ为抓斗ｙ方向摆角速度；
θ̈ｙ为抓斗ｙ方向摆加角速度；
ｆｘ为系统受ｘ方向力；
ｆｙ为系统受ｙ方向力；
ｆｌ为系统受钢丝绳方向力；
ｇ为重力加速度．

１．２　起重机系统的运动学分析
欠驱动桥式起重机系统是由小车沿纵梁 ｙ在 ｙ

方向上的水平运动、小车沿横梁 ｘ在 ｘ方向上的水
平运动、钢丝绳沿垂直方向上的运动和抓斗以小车

·２９· ２０１４年　
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为支点的三位摆动组成的复杂系统（如图１所示）．
选取系统定位目标控制变量作为坐标系的变量值，

建立起桥式起重机的动力学数学模型．该方法不但
考虑了模型变量与控制目标变量的对应，而且考虑

了系统三维运动以及由这些运动导致的钢丝绳长

及抓斗摆角变化情况．
对起重机系统建立相应的坐标系，设抓斗及重

物质量为ｍ，其坐标位置为（ｘ，ｙ，ｚ），小车及轨道质
量由Ｍｘ，Ｍｙ组成，其坐标位置（ｘＭ，ｙＭ，０）．由系统运
动学推导出，系统受到的外力有驱动力ｆｘ，ｆｙ钢丝绳
起升力ｆｌ．

由图１所示的坐标系可知，抓斗重物的位置坐
标和小车的位置坐标分别为

ｘｍ＝ｘ　　ｙｍ＝ｙ　　ｚｍ＝－ｌｃｏｓθｘｃｏｓθｙ
ｘＭ＝ｘ－ｌｓｉｎθｘｃｏｓθｙ　　ｙＭ＝ｙ－ｌｓｉｎθｘｃｏｓθｙ　　ｚＭ＝０

对负载物重和小车进行运动学分析，分别对上

式进行求导可得

ｘｍ＝ｘ　　ｙｍ＝ｙ
ｚｍ＝－ｌ

·ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ＋ｌｓｉｎθｘｃｏｓθｙθｘ＋ｌｓｉｎθｙｃｏｓθｘθｙ
ｘＭ＝ｘ－ｌ

·ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ－ｌθｘｃｏｓθｘｃｏｓθｙ＋ｌθｙｓｉｎθｘｃｏｓθｙ
ｙＭ＝ｙ＋ｌ

·ｓｉｎθｙ＋ｌθｙｃｏｓθｙ　　ｚＭ＝０
以上方程即为起重机完整的运动学方程，它将

起重机抓斗坐标及相对小车的摆角等，系统目标控

制的输出变量与系统直接控制的输入变量及小车

坐标联系起来，基于系统的耦合作用，通过控制小

车这些输入变量，间接地控制抓斗这一输出变量．
１．３　起重机系统的动力学分析

欠驱动桥式起重机系统是控制输入量少于系

统被控输出量的非完整性约束的机械系统．系统只
能利用其内部主、被动关节的动力学耦合作用，通

过恰当的控制策略使欠驱动系统实现期望运动，因

此系统的输入与输出不能建立一一对应的关系．基
于此，本文采用拉格朗日力学的方法建立动力学模

型，也就是基于起重机运动时的能量来进行．这种
方法仅需计算起重机的动能和势能，因而与牛顿 －
欧拉方程的方法相比更加简洁，而且还能够充分反

映起重机的动力学结构特征．
拉格朗日的普遍形式为
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广义坐标，ｋ为质点系的自由度系数，Ｑｋ为广义力．

于是变绳长吊车系统的动能可表示为
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整理可得
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由图１取（ｘ，ｙ，ｌ，θｘ，θｙ）组成系统的广义坐标系
对系统进行分析，可建立三维吊车系统的拉格朗日

方程组
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因此系统动力学模型可表描述为
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ｘ̈ｓｉｎθｘｓｉｎθｙ－ｙ̈ｃｏｓθｙ－ｌ̈θｙ－２ｌ
·θｙ－

　ｌθ２ｘｓｉｎθｘｃｏｓθｙ－ｇｓｉｎθｙｃｏｓθｘ ＝





























０
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根据欠驱动机械特性：对于定义在空间位形流

形Ｑ上的一个动力学系统方程，设（ｑ，ｑ）＝（ｑ１，…，
ｑｎ，ｑ１，…，ｑｎ）为定义在切空间集合Ｍ＝Ｔ（Ｑ）上的
局部坐标，（ｑ，ｑ，̈ｑ）分别表示系统坐标向量、速度向
量、加速度向量．假设系统存在１≤ｍ＜ｎ个独立的
控制输入，也就是说其具有小于自由度数目的控制

输入．可将 ｑ＝（ｑ１，…，ｑｎ）分解为 ｑ＝（ｑ１，ｑ２），
ｑ１∈Ｒ

ｍ，ｑ２∈Ｒ
ｎ－ｍ，向量ｑ１表示有驱动自由度，向量

ｑ２表示无驱动自由度．
以上方程即为桥式起重机的动力学方程，同时

动力学方程组也可用数学矩阵模型来表示：

Ｍ１（ｑ）̈ｑ１＋Ｍ２（ｑ）̈ｑ２＋Ｆ１（ｑ，ｑ）＝ｕ ①
Ｍ３（ｑ）̈ｑ１＋Ｍ４（ｑ）̈ｑ２＋Ｆ２（ｑ，ｑ）＝０ ②

其中，向量ｑ１表示有驱动自由度；向量 ｑ２表示
无驱动自由度；ｕ表示系统控制输入；Ｆ１，Ｆ２，Ｍｉ（ｉ＝
１，２，３，４）是对称、正定的惯性矩阵，分别为

Ｍ１ ＝
Ｍｘ＋ｍ ０ －Ｍｘｓｉｎθｘｃｏｓθｙ
０ Ｍｙ＋ｍ Ｍｙｓｉｎθｙ

Ｍｘｓｉｎθｘｃｏｓθｙ Ｍｙｓｉｎθｙ Ｍｘ＋Ｍ











ｙ

Ｍ２ ＝
－Ｍｘｌｃｏｓθｘｃｏｓθｙ Ｍｘｌｓｉｎθｘｓｉｎθｙ

０ Ｍｙｌｃｏｓθｙ








０ ０

Ｍ３ ＝
－Ｍｘｌｃｏｓθｘｃｏｓθｙ ０ ０

Ｍｙｌｓｉｎθｘｓｉｎθｙ Ｍｙｌｃｏｓθｙ
[ ]０

Ｍ４ ＝
－Ｍｘｌ

２ｃｏｓ２θｙ ０

０ －Ｍｙｌ
[ ]２

从方程矩阵模型中可以看出，方程①定义了３
个完全驱动自由度的线性动力学方程，方程②定义
了２个无驱动自由度的动力学方程，其中包括加速
度函数项．由于系统中存在着２个无驱动自由度，对
于机械系统整体而言，是欠驱动的机械系统．由②
可知该系统就存在２个对于加速度的完全不可积约
束，该系统为二阶非完整系统．

２　仿真验证

通过选取系统目标控制变量作为坐标系的变

量值建立的数学模型方程，不仅将模型变量与控制

目标变量对应起来，而且还将系统的三维运动以及

由这些运动导致的抓斗摆角的变化考虑其中．为了
验证这一方法得到的数学模型的正确性，使结果和

模型更具可行性，本文选用 Ｍａｔｌａｂ中的 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ模
块工具进行仿真验证．在对系统仿真过程中，设定

参数为：各个部分的等效质量 Ｍｘ＝１００ｋｇ，Ｍｙ＝
５０ｋｇ，ｍ＝（１００ｓｉｎ（ｘ）＋１００）ｋｇ；输入量 ｆｘ，ｆｙ为单
位阶跃力；ｆｌ输入量为０；系统初始状态为（ｘ，ｘ，ｙ，
ｙ，ｌ，ｌ·，θｘ，θｘ，θｙ，θｙ）＝（０，０，０，０，１，０，０，０，０，０）．
将设定好的各个参数输入搭建好的系统模型

中，运行仿真系统，经过调试，实验可得到该模型系

统的仿真结果图，见图２—图４．

图２　小车位置曲线

图３　绳长曲线

图４　负载摆角

从仿真结果可以看出：在给定的条件下，小车

位置在 ｘ方向和 ｙ方向都将缓慢增加，而且根据工
厂的现状，起重机系统中主梁的质量要大于小车的
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吕志，等：变绳长三维吊车系统动力学模型构建

质量，因而ｙ方向位置增加较慢；抓斗及负载的摆角
在短暂变化后逐渐趋向一个稳定值，而且质量小的

最终的摆动角度较大．仿真结果与预先分析的结果
相符合，因此可证明建立的该数学模型方程具有可

行性．

３　结论

本文利用选取系统目标控制变量作为坐标系

的变量值，运用运动学基本原理分析出小车的坐标

位置，然后通过拉格朗日方程，建立起桥式起重机

的动力学数学模型，其本质和特性与文献［５］直接
利用拉格朗日方程所建立起的数学模型的本质特

性具有一致性．本文所建立的数学模型，在反应起
重器抓斗与重物的定位与摆动过程中更具有直观

性，更能体现所研究的目标变量，为以后更精确地

控制起重器抓斗与重物的定位和防摆奠定了基础，

该模型具有简单、直观、效果好等特性．
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