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非奇异 Ｈ－矩阵的新判据
崔润卿，　闫学华

（河南理工大学 数学与信息科学学院，河南 焦作 ４５４０００）

摘要：针对判别一个矩阵是否为非奇异Ｈ－矩阵的实用而简便的判定条件较少的问题，从矩阵本身
元素的性质出发，通过构造正对角矩阵，综合利用不等式的放缩技巧和非奇异 Ｈ－矩阵的充分必要
条件，推广和改进了一些判定定理，进而扩大了非奇异 Ｈ－矩阵的判定范围．数值算例表明，新判据
比原有结果有更广的应用范围．
关键词：非奇异Ｈ－矩阵；α－对角占优矩阵；广义严格α－对角占优矩阵
中图分类号：Ｏ１５１．２１　　文献标志码：Ａ　　ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．２０９５－４７６Ｘ．２０１４．０２．０２６

ＮｅｗｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒＨｍａｔｒｉｘ

ＣＵＩＲｕｎｑｉｎｇ，　ＹＡＮＸｕｅｈｕａ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅ，Ｈｅ′ｎａｎＰｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｊｉａｏｚｕｏ４５４０００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＡｉｍｉｎｇａｔｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｆｅｗｅｒｐｒａｃｔｉｃａｌｄｅｃｉｓｉｏｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｗｈｅｔｈｅｒａｍａｔｒｉｘｉｓｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒＨ
ｍａｔｒｉｘ，ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｍａｔｒｉｘｅｌｅｍｅｎｔｉｔｓｅｌｆ，ｂｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘａｎｄｃｏｍ
ｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｕｔｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｎｅｃｅｓｓａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒＨｍａ
ｔｒｉｘ，ｓｏｍｅｏｆｔｈｅｊｕｄｇｅｍｅｎｔｔｈｅｏｒｅｍｗｅｒｅｅｘｐａｎｄｅｄａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄ．Ａｎｄｔｈｅｓｃｏｐｅｏｆｊｕｄｇｉｎｇｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒ
ｍａｔｒｉｃｅｓｗａｓａｌｓｏｅｘｐａｎｄｅｄ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓｈｏｗｅｄｔｈａｔｔｈｅｎｅｗｃｒｉｔｅｒｉｏｎｈａｄｗｉｄｅｒａｎｇｅｏｆａｐｐｌｉ
ｃａｔｉｏｎｔｈａｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｒｅｓｕｌｔｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒＨｍａｔｒｉｘ；αｄｉａｇｏｎａｌｌｙｄｏｍｉｎａｎｔｍａｔｒｉｘ；ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｔｒｉｃｔｌｙｄｉａｇｏｎａｌｌｙｄｏｍｉｎａｎｔ
αｍａｔｒｉｘ

０　引言

非奇异Ｈ－矩阵在数值分析、数学物理、控制论
等众多学科中有广泛应用，因此对非奇异 Ｈ－矩阵
的判定一直是学者们所关注的研究课题．然而，判
别一个高阶矩阵是否为非奇异 Ｈ－矩阵是很困难
的．为此，近年来，国内外许多学者对非奇异 Ｈ－矩
阵的性质和判定做了大量研究，也取得了一些重要

成果．本文在文献［１－１５］的基础上，结合α－对角
占优矩阵、广义严格α－对角占优矩阵的相关性质，

选取不同的正对角矩阵，综合利用不等式的放缩技

巧，讨论非奇异Ｈ－矩阵的判定准则，以期得出一些
新的判定范围更广的条件，从而改进和推广有关

结果．

１　预备知识

为了简洁叙述，本文约定下列符号：用 Ｃｎ×ｎ表
示ｎ阶复方阵，设 Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｃ

ｎ×ｎ，如果 ａｉｉ≥

Λｉ（Ａ）＝∑
ｊ≠１
ａｉｊ，ｉ＝１，２，（Λｉ（Ａ）（简写为Λｉ，一
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般假定Λｉ≠０，ｉ∈Ｎ），则称Ａ为（行）对角占优矩
阵，记作Ａ∈Ｄ０．如果 ａｉｉ ＞Λｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，则称

Ａ为（行）严格对角占优矩阵［１］，记为Ａ∈Ｄ．
定义１［２］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ

ｎ×ｎ，若存在正对角

矩阵Ｘ，使得ＡＸ为严格对角占优矩阵，则称Ａ为广
义严格对角占优矩阵，或称为非奇异Ｈ－矩阵，记为
Ａ∈Ｄ．

因为非奇异Ｈ－矩阵的主对角元素非零，且当
Λｉ（Ａ）＝０（或Ｃｉ（Ａ）＝０）时，对任意的ｄ＞０，都
有 ａｉｉ ＞ｄΛｉ（Ａ）＝０（或 ａｉｉ ＞ｄＣｉ（Ａ）＝０），总

之对于指标总有行（或列）占优．因此本文总假定所
涉及矩阵满足 ａｉｉ ＞０，Λｉ（Ａ）≠０，Ｃｉ（Ａ）≠０，对

任意的ｉ∈Ｎ．
定义２［３］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ

ｎ×ｎ，如果存在α∈
［０，１］， 使 得 对 任 意 的 ｉ∈ Ｎ， 有 ａｉｉ ＞

［Λｉ（Ａ）］α［Ｃｉ（Ａ）］
１－α，则称Ａ为严格α－对角占优

矩阵，记作Ａ∈Ｄ（α）．
定义３［３］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ

ｎ×ｎ，若存在正对角

矩阵Ｘ，使得ＡＸ∈Ｄ（α），则称Ａ为广义严格α－对
角占优矩阵，记为Ａ∈Ｄ（α）．

注１　在定义２和定义３中，若Ａ∈Ｄ（α）（或
Ｄ（α）），则当α＝１时，有Ａ∈Ｄ（或Ｄ）；当α＝
０时，有ＡＴ∈Ｄ（或Ｄ）．总之，Ａ为非奇异 Ｈ－矩
阵［４］．所以本文只考虑α∈（０，１）的情况．

本文引入以下记号：

Ｎ１ ＝｛ｉ∈Ｎ ａｉｉ ＞Λｉ（Ａ）｝

Ｎ２ ＝｛ｉ∈Ｎ０＜ ａｉｉ≤Λｉ（Ａ）｝

Ｎ３ ＝｛ｉ∈ＮＣｉ（Ａ）＞ ａｉｉ ＞Λｉ（Ａ）｝

Ｎ４ ＝｛ｉ∈Ｎ ａｉｉ≥Ｃｉ（Ａ），ａｉｉ ＞Λｉ（Ａ）｝

当Ｎ３≠时，令

ｍｉ＝
ａｉｉ

Λｉ（Ａ）
　　ｇｉ＝

Ｃｉ（Ａ）
ａｉｉ

Ｍ ＝ｍａｘ
ｉ∈Ｎ３

Λｉ（Ａ）
ａ{ }
ｉｉ

　　ｉ∈Ｎ３

显然ｍｉ＞１，ｇｉ＞１，ｉ∈Ｎ３．且Ｎ＝Ｎ１∪Ｎ２，Ｎ１＝
Ｎ３∪Ｎ４．若Ｎ２ ＝，则Ａ∈Ｄ，进而Ａ∈Ｄ是非奇
异Ｈ－矩阵．又因为非奇异Ｈ－矩阵Ａ∈Ｄ，至少存
在１行是严格对角占优的．所以当Ｎ１＝时，Ａ∈Ｄ
一定不是非奇异Ｈ－矩阵．由此可以总假定Ｎ１≠，
Ｎ２≠．

引理１［３］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，若Ｎ１＝Ｎ４≠

且存在α∈（０，１），使

∑
ｉ∈Ｎ２

（ｍａｘ
ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α １＋∑

ｊ∈Ｎ１

Λｊ（Ａ）
ａ( )
ｊｊ

ａｉｉ
１
α ＋（ｍａｘ

ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α

＜１ ①

则Ａ是非奇异Ｈ－矩阵．
引理２［３］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ

ｎ×ｎ，Ｎ３≠，α∈
（ｍａｘ
ｉ∈Ｎ３
ｌｏｇｍｉｇｉｇｉ，１），使得

∑
ｉ∈Ｎ２

Λｉ（Ａ）（Ｃｉ（Ａ））
１－α
α

ａｉｉ
１
α ＋（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α（∑

ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）

＜１

则Ａ是非奇异Ｈ－矩阵．
引理３［５］　若Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ

ｎ×ｎ，则Ａ为广义严
格对角占优矩阵的必要条件是Ａ为广义严格α－对
角占优矩阵．

２　主要结论

定理１　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，并存在α∈（０，

１）使得

∑
ｉ∈Ｎ２

（ｍａｘ
ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α（１＋（ｎ－ｎ２）Ｍ）

ａｉｉ
１
α ＋（ｍａｘ

ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α

＜１ ②

则Ａ是非奇异Ｈ－矩阵．
证明　令

τ＝

∑
ｉ∈Ｎ２

（ｍａｘ
ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α（１＋（ｎ－ｎ２）Ｍ）

ａｉｉ
１
α ＋（ｍａｘ

ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α

③

则τ＜１，再设
ｄｉ＝

∑
ｉ∈Ｎ２

（ｍａｘ
ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α（１＋（ｎ－ｎ２）Ｍ）

ａｉｉ
１
α ＋（ｍａｘ

ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α

＋

１－τ
ｎ２
　　ｉ∈Ｎ２ ④

其中，ｎ２是指标集Ｎ２所含元素个数，则∑
ｉ∈Ｎ２

ｄｉ＝１．显

然０＜ｄｉ＜１，ｉ∈Ｎ２由④式可得

ｄｉ（ａｉｉ）
１
α ＋（ｍａｘ

ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α）＞

（ｍａｘ
ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α（１＋（ｎ－ｎ２）Ｍ）

ｄｉ ａｉｉ
１
α ＞（ｍａｘ

ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α）·

（１＋（ｎ－ｎ２）Ｍ）－ｄｉ（ｍａｘｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α）＞

（Ｃｉ（Ａ））
１－α
α［（ｍａｘ

ｊ≠ｉ
ａｉｊ）＋（ｍａｘｊ≠ｉ ａｉｊ）（ｎ－

·６０１· ２０１４年　
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ｎ２）Ｍ－ｄｉ（ｍａｘｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）］＞

（Ｃｉ（Ａ））
１－α
α［∑

ｊ∈Ｎ１
ａｉｊ
Λｊ（Ａ）
ａｊｊ

＋（ｍａｘ
ｊ≠ｉ
ａｉｊ）－

ｄｉ（ｍａｘｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）］＞

（Ｃｉ（Ａ））
１－α
α［∑

ｊ∈Ｎ１
ａｉｊ
Λｊ（Ａ）
ａｉｊ

＋ｄｊ（ｍａｘｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）－

ｄｊ（ｍａｘｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）］＋

（ｍａｘ
ｊ≠ｉ
ａｉｊ）－ｄｉ（ｍａｘｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

ａｉｊ）］＞

（Ｃｉ（Ａ））
１－α
α［∑

ｊ∈Ｎ１
ａｉｊ
Λｊ（Ａ）
ａｊｊ

＋ｄｊ（ｍａｘｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）＋

（ｍａｘ
ｊ≠ｉ
ａｉｊ）（１－ｄｊ＋ｄｉ）］

由∑
ｊ∈Ｎ２

ｄｉ＝１可知

ａｉｉ
１
αｄｉ＞（Ｃｉ（Ａ））

１－α
α［（∑

ｊ∈Ｎ１
ａｉｊ）＋

ｄｊ（∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

ａｉｊ）］　　ｉ∈Ｎ２ ⑤

令

ｘｉ＝
Ｍ　　当ｉ∈Ｎ１
ｄｉ　　当ｉ∈Ｎ

{
２

构造正对角矩阵Ｘ＝ｄｉａｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），并令Ｂ＝
ＡＸ＝（ｂｉｊ）∈Ｃ

ｎ×ｎ，根据集合Ｎ１的定义，可知α∈
（０，１），都有 ａｉｉ ＞［Λｉ（Ａ）］

α［Ｃｉ（Ａ）］
１－α，于是有

如下２种情况．
当ｉ∈Ｎ１时，有

［Λｉ（Ｂ）］α［Ｃｉ（Ｂ）］
１－α ＝［Ｍ∑

ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ ＋

∑
ｊ∈Ｎ２

（ａｉｊｄｊ）］
α（Ｍ∑

ｊ≠ｉ
ａｉｊ）

１－α ＜

［∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

ａｉｊ ＋∑
ｊ∈Ｎ２

（ａｉｊ）］
α（Ｍ∑

ｊ≠ｉ
ａｉｊ）

１－α ＜

［∑
ｊ∈Ｎ１，ｊ≠ｉ

ａｉｊ ＋∑
ｊ∈Ｎ２

（ａｉｊ）］
α（∑

ｊ≠ｉ
ａｉｊ）

１－α≤

ａｉｉＭ ＝ ｂｉｉ
当ｉ∈Ｎ２时，由⑤式可得

ａｉｉ
１
αｘｉ＝ ａｉｉ

１
αｄｉ＞

（Ｃｉ（Ａ））
１－α
α［Ｍ（∑

ｊ∈Ｎ１
ａｉｊ）＋ｄｊ（∑

ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ
ａｉｊ）］

ａｉｉｘ
α
ｉ ＞（Ｃｉ（Ａ））

１－α［Ｍ（∑
ｊ∈Ｎ１

ａｉｊ）＋

ｄｊ（∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

ａｉｊ）］
α

ａｉｉ（ｄｊ）
α（ｄｊ）

１－α ＞

（ｄｊ）
１－α（Ｃｉ（Ａ））

１－α［Ｍ（∑
ｊ∈Ｎ１

ａｉｊ）＋

ｄｊ（∑
ｊ∈Ｎ２，ｊ≠ｉ

ａｉｊ）］
α

即可得

ｂｉｉ ＝ ａｉｉｄｉ＞［Ｒｉ（Ｂ）］
α［Ｃｉ（Ｂ）］

１－α　ｉ∈Ｎ２
综上所述

ｂｉｉ ＞［Ｒｉ（Ｂ）］
α［Ｃｉ（Ｂ）］

１－α

ｉ∈Ｎ＝Ｎ１∪Ｎ２
根据定义２及 ③ 式可知 Ｂ∈ Ｄ（α），即 Ａ∈

Ｄ（α）．再由引理３可得Ａ是非奇异Ｈ－矩阵．

３　数值算例

例１　设

Ａ＝

７ ４ ４ １
１ ８ ２ ０
１ ０．５ ６ １
１ ３．











５ １ ５

则有

Ｎ３ ＝｛３｝　　Ｎ４ ＝｛２｝　　Ｎ２ ＝｛１，４｝
Λ１（Ａ）＝９　　ａ１１ ＝７　　Ｃ１（Ａ）＝３
Λ２（Ａ）＝３　　ａ２２ ＝８　　Ｃ（Ａ）＝８

Λ２（Ａ）
ａ２２

＝３８

Λ３（Ａ）＝
５
２　　ａ３３ ＝６　　Ｃ３（Ａ）＝７

Λ３（Ａ）
ａ３３

＝５１２
Λ４（Ａ）＝５　　ａ４４ ＝５　　Ｃ４（Ａ）＝２

取α ＝ ３４∈ （０，１），根据 ② 式则有 τ＝

０．９５１３＜１．由定理１可知Ａ是非奇异Ｈ－矩阵．
注意Ｎ３ ＝｛３｝≠，Ｎ４ ＝｛２｝≠，即Ａ满足

引理１的条件，但是计算①无论α可取什么值，总有
１９
６×（３）

１－α
α

７
１
α ＋（３）

１－α
α
＋

１３３
４８×（２）

１－α
α

７
１
α ＋（２）

１－α
α
＞１

因此该矩阵不能用引理１进行判定，所以定理１比
引理１有更广泛的应用范围．

上述数值算例表明，文中定理１和引理１是互
不包含的．同时在例１中，矩阵不满足文献［６］中定
理２的条件，不满足文献［７］中定理１和定理２的条
件，不满足文献［８］中定理１的条件，因此无法由文
献［６－８］中相应定理进行判定．上述数值算例也有
效说明了由α－对角占优矩阵、广义严格α－对角占
优矩阵相关性质出发，通过构造正对角矩阵，综合

利用不等式的放缩技巧和非奇异Ｈ－矩阵的充分必
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要条件，推广和改进了一些判定定理，进而扩大了

非奇异Ｈ－矩阵的判定范围．当然，由实际问题转化
而来的矩阵的阶数越来越高，怎样迅速判别一个高

阶矩阵是否为非奇异Ｈ－矩阵，将是下一步研究工
作的重要课题．
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析，得到了以下结论．
１）节点在轴压作用下，焊缝区域进入塑性后插

板局部屈曲，平面外失稳倾斜导致节点失效．
２）节点主要因为插板失效而破坏，插板相对于

管壁较弱，工程中可以适当增加插板厚度或采取在

插板两边设置加劲肋等加强措施．
３）节点从开始进入塑性到最后破坏，在很小的

时间段内完成，并且未产生较大的位移增量，具有

较差的塑性变形能力，破坏呈脆性．
４）该模型能较好地模拟节点破坏模式、应力分

布和极限承载力，模拟结果均较好地与试验结果吻

合，所以可用作斜插板焊接方管节点参数分析的

基础．
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