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摘要：提出了一种新的给水管网水力计算方法．该方法对给水管网系统的节点流量连续性方程进行
重新构造，用改进的Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解方法对重新构造的矩阵进行三角分解，然后使用预处理共轭梯度
法求解．经用供水管网模型进行验证并与 ＥＰＡＮＥＴ软件的计算结果进行比较，结果表明：该算法共
迭代５次，用时０．１０２ｓ，与ＥＰＡＮＥＴ混合节点－环方法的求解精度和速度非常接近，且弥补了ＥＰＡ
ＮＥＴ软件的应用缺陷，可用于求解大型城市的给水管网系统．
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０　引言

随着城市化进程的加快，供水问题成为当前影

响我国经济社会可持续发展的问题之一，实现供水

管理的科学化和现代化是解决供水问题的有效途

径．给水管网水力计算一直都是给水管网研究领域
的重要课题［１－３］，因为水力计算是管网规划、设计及

动态运行管理的科学依据［４－６］．特别是，供水管网的
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优化调度，更需要一种快速的水力计算方法来提高

调度的实时性．根据求解的未知量是管段流量还是
节点水压，水力计算算法可分为解环方程组法、解

管段方程组法和解节点方程组法．其中，解环方程
组法仅限于解决方程个数较少的手工列表计算；解

管段方程组法计算过程太复杂，工程实际中极少使

用［７］．目前常用的计算软件ＥＰＡＮＥＴ，采用混合节点
－环方法求解给定时间点给水管网水力状态的节
点流量连续性和管段水头损失．ＥＰＡＮＥＴ是由美国
环保总署开发的主要用于有压给水管网系统（包括

水库、水泵、水池、泵站等）的水力水质计算软

件［８－９］，它可以对有压给水管道的水力特性以及水

质特性变化进行长时间动态仿真模拟，具有管网水

力计算、工况运行模拟、基本信息管理、仿真运行管

理等功能，运用ＥＰＡＮＥＴ可以实现给水管网模型基
本图形录入的可视化操作．该软件计算速度快、准
确性高，但其结果显示有局限性，运行结果１次只能
看到１个属性信息，且该软件仅限于教学和科研使
用，尚不能商用．鉴于此，本文基于预处理共轭梯度
法，运用解节点方程组法将非线性问题转化为线性

问题，然后通过计算机编程用迭代法求解，从而达

到对给水管网系统进行快速水力计算的目的．

１　给水管网水力特性

给水管网系统是一类规模巨大且运行工况复

杂多变的网络系统，通常将其简化、抽象和标识为

便于使用图形和数据表达与分析的应用系统，包括

给水管网系统中各组成部分的拓扑连接关系、工程

属性、水力特性等，常称为给水管网模型［１０］．本文应
用预处理共轭梯度法求解给水管网模型相关问题．

经过简化，可将给水管网系统问题转化为数学

问题，最终将计算结果应用到实际中去．通常，简化
应满足宏观等效原则和可容忍小误差原则．简化后
的给水管网需要进一步抽象成为仅由管段和节点

组成的管网模型，用图论中的关联矩阵来刻画，记

为Ａ＝（ａｉｊ）．考虑设定了初始方向的给水管网图，则
关联矩阵中的每个元素ａｉｊ可表示为

ａｉｊ＝

１，
若管段ｊ与节点ｉ关联，
且节点ｉ为管段ｊ的起始端点

－１，
若管段ｊ与节点ｉ关联，
且节点ｉ为管段ｊ的终止端点

０， 若管段ｊ与节点ｉ不关联













　　

其中，ｉ＝１，２，…，ｎＪ，ｊ＝１，２，…，ｎＰ．显然，对于较大
规模的城市给水管网，相应的给水管网图是一个稀

疏图，其关联矩阵是一个 ｎＪ×ｎＰ的稀疏矩阵．类似
地，可建立其环路矩阵．

给水管网的水力特性是指管网模型中节点和

管段传递、输送流量和能量的特性，其理论基础是

质量守恒定律、能量守恒定律和动量守恒定律．通
常分析给水管网水力特性时，仅考虑质量守恒定律

和能量守恒定律．笔者将采用解节点方程法来获得
给水管网系统的水力特性参数．

综合考虑节点流量连续性方程组、环能量方程

组和管段压降方程组，则可以用向量方式将给水管

网水力特性方程组简写为

Ａｑ＋Ｑ＝０
Ｌｈ＝０
ｈ＝Ｓｑ

{ ｎ

其中，Ａ是给水管网图的关联矩阵，管段流量向量
ｑＴ＝（ｑ１ｑ２ｑ３…ｑｎＰ）

Ｔ，节点流量向量ＱＴ＝（Ｑ１Ｑ２Ｑ３
… ＱｎＪ）

Ｔ，Ｌ是给水管网图的环路矩阵，管段压降向
量ｈＴ＝（ｈ１ｈ２ｈ３…ｈｎＲ）

Ｔ，管段摩阻系数对角阵 Ｓ＝
ｓ１ ０ … ０

０ ｓ２ … ０

… … … …

０ ０ … ｓｎ













Ｒ

，（ｑｎ）Ｔ＝（ｑｎ１ｑ
ｎ
２ｑ

ｎ
３…ｑ

ｎ
ｎＰ）

Ｔ中的

指数ｎ由所采用的水头损失公式而定．为了更好地
推导给水管网的水力计算方程，记Ｍ＝Ｓｑｎ－１，则ｈ＝
Ｍｑ，ｑ＝Ｍ－１ｈ，因此解节点方程法的主要公式又可
以写成

ＡＭ－１ｈ＝ＡＭ－１ＡＴＨ＝Ｑ
显然，上式是以节点水头为自变量的节点方

程，而且是线性表达式，在实际求解过程中须采用

迭代方式实现，即上述方程的求解过程是一个迭代

过程，需要拟定管段的初始流量，但不需要拟定节

点的初始水头．从迭代的角度来说，如果初始流量
分配不当，可能会增加迭代次数，但一般不会导致

不收敛．因为在实际的给水系统中，当给定某种工
况时，一定存在一种确定的供水状态，即节点水头

是存在的、确定的．

２　预处理共轭梯度法给水管网水力
计算

　　无约束最优化问题一直都是学术界的研究热
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点之一［１１－１４］，共轭梯度法及其各种改进算法都属于

无约束最优化问题的求解方法［１５－１７］．共轭梯度法最
早是由计算数学家 Ｍ．Ｒ．Ｈｅｓｔｅｎｅｓ等［１８］于１９５０年
代初为求解线性方程组 Ａｘ＝ｂ（ｘ∈Ｒｎ）而提出的．
当Ａ为对称正定阵时，上述线性方程组等价于最优

化问题ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

１
２ｘ

ＴＡｘ－ｂＴｘ．由此，Ｍ．Ｒ．Ｈｅｓｔｅｎｅｓ等［１８］

的方法也可视为求二次函数极小值的共轭梯度法．
１９６４年，Ｒ．Ｆｌｅｔｃｈｅｒ等［１９］将此方法推广到非线性优

化，得到了求一般函数极小值的共轭梯度法．共轭
梯度法是一种实用的线性方程组迭代求解方法：先

用解节点方程法把复杂的非线性的管网稳态方程

组转化为比较简单的线性表达式，然后用迭代法求

解．这是一种适合计算机实现的管网水力计算方法．
在公式①中，当未知量全为节点水压时，方程

组的系数矩阵 ＡＭ－１ＡＴ是一个 ＮＪ×ＮＪ的对称正定
阵，且具有弱主对角优势．对于大型给水管网，该系
数矩阵是稀疏的，通常其非零元占元素总数不到

５％．数值计算领域的研究表明［１９］：对于高阶的此类

方程组，由于其系数具有大型稀疏特点，且对称正

定，适合采用预处理共轭梯度法来求解；对于一般

病态的大型稀疏矩阵，共轭梯度法只需远小于 Ｎ（Ｎ
为矩阵阶数）次迭代就可以得到满足精度要求的数

值解；如果矩阵病态较严重，则可以使用预处理方

法改善其条件，加快迭代的收敛速度．当未知量中
既含有节点水头又含有节点流量时，就必须构造一

个类似于①的方程组，使其系数矩阵为对称正定阵．
２．１　给水管网水力特性方程组系数矩阵的对称正
定预处理

　　设给水管网模型中流量已知而水头未知的节
点集合为Ｊ（Ｄ），节点个数为ＣＤ；流量未知而水头已
知的节点集合为Ｊ（ＵＤ），节点个数为ＣＵＤ．设节点集
合Ｊ（Ｄ）的关联矩阵、节点水头和节点流量分别为
ＡＤ，ＨＤ和ＱＤ，节点集合Ｊ（ＵＤ）的关联矩阵、节点水
头和节点流量分别为 ＡＵＤ，ＨＵＤ和 ＱＵＤ．则节点流量
连续性方程组又可以表示为

ＡＤｑ＋ＱＤ＝０

ＡＵＤｑ＋ＱＵＤ{ ＝０
由于ｑ＝βｈ，且β是一个ＮＰ×ＮＰ阶的对角阵，则

ＡＤβｈ＋ＱＤ＝０

ＡＵＤβｈ＋ＱＵＤ{ ＝０
②

管段能量方程ＡＴＨ＝ｈ也可以改写为

ｈ＝ＡＴＨ＝ＡＴＤＨＤ＋Ａ
Ｔ
ＵＤＨＵＤ ③

将式③代入方程组②可得
ＡＤβＡ

Ｔ
ＤＨＤ＋ＡＤβＡ

Ｔ
ＵＤＨＵＤ＋ＱＤ＝０ ④

ＡＵＤβＡ
Ｔ
ＤＨＤ＋ＡＵＤβＡ

Ｔ
ＵＤＨＵＤ＋ＱＵＤ＝０ ⑤

在方程④中，当未知向量ＨＤ已知时，方程⑤中
的未知量为ＱＵＤ．在给水管网水力计算的每次迭代
求解过程中，都将生成形如式④⑤的线性方程组．

记珟Ａ＝ＡＤβＡ
Ｔ
Ｄ∈Ｒ

ＣＤ×ＣＤ，ｂ＝－（ＡＤβＡ
Ｔ
ＵＤＨＵＤ＋

ＱＤ）∈Ｒ
ＣＤ，ｘ＝ＨＤ∈Ｒ

ＣＤ，则方程组④可以改写为
珟Ａｘ＝ｂ

在规模较大的市政给水管网系统中，通常 ＣＤ
都较大，因此系数矩阵 珟Ａ是一个大型稀疏矩阵，其
条件数非常大．为保证处理后的方程组仍具有对称
正定性，需要寻求预处理对称正定阵 Ｍ＝ＷＷＴ，其
中Ｗ为非奇异矩阵，使得

珟Ａｘ＝ｂ（Ｗ－１ＡＷ－Ｔ）ＷＴｘ＝Ｗ－１ｂ
即求解

珟Ａ
＾
ｘ^＝^ｂ ⑤

其中，珟Ａ
＾
＝Ｗ－１ＡＷ－Ｔ，^ｘ＝ＷＴｘ，^ｂ＝Ｗ－１ｂ，且 珟Ａ

＾
的条

件数得到较大改善．经过预处理后的给水管网水力
计算特性方程组可在较少的迭代次数内收敛．所
以，预处理矩阵Ｍ的选取是给水管网快速水力计算
的关键，这是一个矩阵分解的问题．

满足上述要求的对称正定阵 Ｍ的预处理方法
较多［２０－２１］．在给水管网水力特性方程组中，其系数
矩阵为正定矩阵，而 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解方法和改进的
Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解方法是专门针对正定矩阵的三角分解
提出的，其优点是不用选取主元，不会产生因中间

量放大使计算不稳定的显现．本文预处理后的系数
矩阵珟Ａ是对称正定的，因此，将采用改进的Ｃｈｏｌｅｓｋｙ
分解方法来实现．

设Ｍ＝ＷＷＴ，其中 Ｗ是基于改进的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ

分解方法得到的下三角矩阵．取 Ｍ≈珟Ａ，则有 珟Ａ
＾
＝

Ｗ－１（ＷＷＴ）Ｗ－Ｔ＝Ｉ，即ｃｏｎｄ２（珟Ａ
＾
）≈１，ｃｏｎｄ２（Ｍ

－１·

珟Ａ）≈１，此时条件数得到较大改善，几乎趋于最小．
注意到珟Ａ是大型稀疏矩阵，Ｗ具有与珟Ａ相同的

稀疏特性．
２．２　基于预处理共轭梯度法的给水管网水力特性
方程组求解

　　根据公式⑤的描述，设ｒ（ｘ）＝ｂ－珟Ａｘ，则给水管
网水力计算问题可以等价地转换为无约束多维最
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优极值问题：

ｍｉｎｒ（ｘ）　　ｘ∈ＲＣＤ

由线性方程组的共轭梯度法迭代求解理论可

知，对于上述无约束多维最优极值问题，最多仅需

ＣＤ次迭代便可求得方程组的解．
基于预处理共轭梯度法求解给水管网水力特

性方程组⑤的方法如下：
１）任意给定初始值 珓ｘ（０）∈ＲＣＤ，迭代终止精度

ε＞０，最大迭代次数ＭＡＸ≤ＣＤ；
２）ｒ（０）＝ｂ－珟Ａ珓ｘ（０），由 Ｍｈ０＝ｒ

（０）解出 ｈ０，并令
ｐ０＝ｈ０，即ｐ０＝ｈ０＝Ｍ

－１ｒ（０）；
３）对ｋ＝０，１，２，…，依次计算

αｋ＝
ｈｋ，ｒ

（ｋ）

Ａｐｋ，ｐｋ
　　ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋αｋｐｋ

由于

０＝（珘ｐｋ，珟Ａ，珘ｐｉ）＝（Ｗ
Ｔｐｋ，Ｗ

－１珘ＡＷ－ＴＷＴｐｉ）＝
（ＷＴｐｋ，Ｗ

－１珘Ａｐｉ）＝（Ｗ
－ＴＷＴｐｋ，珟Ａｐｉ）＝（ｐｋ，珟Ａｐｉ）

所以｛ｐ０，ｐ１，ｐ２，…｝是珟Ａ的正交组，互为共轭的方向
向量，计算残差 ｒ（ｋ＋１）＝ｒ（ｋ）－αｋ珟Ａｐｋ，由 Ｍｈｋ＋１＝
ｒ（ｋ＋１）解出ｈｋ＋１＝Ｍ

－１ｒ（ｋ＋１），计算

βｋ＋１＝
（ｈｋ＋１，ｒ

（ｋ＋１））

（ｈｋ，ｒ
（ｋ））

　　ｐｋ＋１＝ｈｋ＋１＋βｋ＋１ｐｋ

若ｒ（ｋ）＝０，或（ｐｋ，珟Ａｐｋ）＝０，或ｋ＝ＭＡＸ≤ＣＤ，或
ｒ（ｋ） ２＜ε时，计算终止，此时有 ｘ

（ｋ）＝ｘ为方程组
珟Ａｘ＝ｂ的最终数值迭代解．

３　数值算例

为了验证本文提出算法的有效性，以一个具有

７６０个节点、８８０条管段和３个水源的给水管网模型
为例进行分析．模型的拓扑结构示意图如图１所示．

计算过程各参数设置如下：设定某时段的总供

水量为１６２５１３０ｍ３，并预分配各节点的流量，水源
Ａ和水源Ｂ的流量分别为８００ｍ３和１２８９ｍ３，相应
地面标高为９．６ｍ和６．４３ｍ，水源Ｃ的地面标高为
１４ｍ，其出厂压力给定为３６ｍ．为了使用 ＥＰＡＮＥＴ
软件进行计算，需要在ＥＰＡＮＥＴ中将水源Ａ和Ｂ分
别设定为普通节点．２种计算方法中迭代误差均设
置为２０ｍ３／ｈ．经计算后，本文算法共迭代５次，计
算时间 ０．１０２ｓ，ＥＰＡＮＥＴ共迭代 ５次，计算时间
０．１ｓ．２种方法对节点自由水头和管段水力坡降计
算结果的相对误差均小于０．００５．因此，本文算法是
可行的，在迭代次数与计算时间上均与 ＥＰＡＮＥＴ相
差不大．

４　结论

本文设计了一种基于预处理共轭梯度法的给

水管网水力计算的数值求解方法．数值算例结果表
明，本文提出的算法具有较好的实时性和准确性，

在迭代次数与计算时间上均与ＥＰＡＮＥＴ相差不大，

图１　拓扑结构示意图
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可用于大型城市给水管网系统给水管网规划、给水

管网改造等水力计算与分析．本算法能否进一步优
化、能否应用于电网系统，还有待深入研究．
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