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连续红利支付的跳 －扩散模型下幂期权的定价
成军祥，　 陈刚

（河南理工大学 数学与信息科学学院，河南 焦作 ４５４００３）

摘要：在假设股票价格服从带非齐次Ｐｏｉｓｓｏｎ跳－扩散过程且在连续时间支付红利的情况下，建立了
股票价格行为模型，同时应用保险精算法给出一类奇异期权———欧式幂期权———看涨和看跌两种情

形的定价公式，以推广Ｍｅｒｔｏｎ关于期权定价的结果．得到的结果优于无红利支付的情况，使该定价
公式更接近市场实际情况．
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０　引言

期权定价问题一直是金融数学的研究热点之一，Ｆ．Ｂｌａｃｋ等［１］给出了著名的ＢＳ公式，但所提出的几何布
朗运动与市场实际情况有差距．接下来很多学者致力于对股票价格发生波动的规律进行研究，提出了Ｉｔｏ过程
和随机点过程混合模型、随机利率模型、一般标志过程模型等．随后Ｒ．Ｍｅｒｔｏｎ［２］在ＢＳ模型基础上提出股票价
格服从跳－扩散过程．Ｍ．Ｂｌａｄｔ等［３］提出一种全新的期权定价方式———保险精算法．闫海峰等［４］假设股票价格

变化过程遵循带有非齐次Ｐｏｉｓｓｏｎ跳的扩散过程，利用保险精算法给出欧式期权定价公式及其推广公式．文献
［５－７］给出有红利支付的一般期权的定价，文献［８－９］分别给出无红利支付下的不同情况幂期权的定价．在实
际市场中，股票价格不仅会发生跳跃，而且还会进行红利支付．因此，本文在假设股票价格过程服从带非齐次
Ｐｏｉｓｓｏｎ跳的扩散过程且股票进行连续红利支付的基础上，建立股票价格的市场模型，推导出欧式幂期权看涨和
看跌两种情况下的定价公式，以推广Ｍｅｒｔｏｎ的跳－扩散模型的结果．
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１　股票价格行为模型

考虑一个由两项资产（Ｓ（ｔ），Ｂ（ｔ））构成的金融市场，其中Ｓ（ｔ）表示在［０，Ｔ］时间内连续交易的风险资产
（股票）的价格，Ｂ（ｔ）为无风险资产（债券）的价格，其中风险资产（股票）的价格过程｛Ｓ（ｔ）；ｔ≥０｝满足

ｄＳ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）［（ｕ（ｔ）－λ（ｔ）θ－ｑ（ｔ））ｄｔ＋σ（ｔ）ｄＷ（ｔ）＋φｄＮ（ｔ）］　　Ｓ（０）＝ｓ ①
另一种是无风险资产，其价格过程｛Ｂ（ｔ）；ｔ≥０｝满足ｄＢ（ｔ）＝Ｂ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄｔ，Ｂ（０）＝１．
根据Ｉｔｏ引理，随机微分方程①的解为

Ｓ（ｔ）＝Ｓ（０）ｅｘｐ∫０
ｔ

［μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－１２σ
２（ｓ）］ｄｓ＋∫０

ｔ

σ（ｓ）ｄＷ（ｓ）＋∑
Ｎ（ｔ）

ｉ＝０
ｌｎ（１＋Φｉ{ }）

由幂期权的定义可知，将到期日的价值用标的资产价格的某个指数幂与执行价格相比较，该期权的收益函

数可看成是由Ｓ（ｔ）（＞０）与执行价格Ｋ决定的．因此

Ｓ（ｔ）＝ｓｅｘｐ∫０
ｔ

［μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－１２σ
２（ｓ）］ｄｓ＋∫０

ｔ

σ（ｓ）ｄＷ（ｓ）＋∑
Ｎ（ｔ）

ｉ＝０
ｌｎ（１＋Φｉ{ }）

其中，μ（ｔ），σ（ｔ）分别表示股票瞬时期望收益率和瞬时价格波动率；ｒ（ｔ）是瞬时无风险利率；μ（ｔ），σ（ｔ），ｒ（ｔ）＞
０且均为可积函数；Ｗ（ｔ）表示定义在完备概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）上的标准布朗运动；Ｎ（ｔ）表示在给定时间内跳跃
的次数，是与Ｗ（ｔ）独立参数为λ（ｔ）的非齐次Ｐｏｉｓｓｏｎ过程，λ（ｔ）≥０且为可积函数；Φ为股票每次跳跃的高度，

Φｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ（ｔ））与Ｎ（ｔ）独立，ｌｎ（１＋Φ）～Ｎｌｎ（１＋θｉ）－
１
２σ

２
Ｊ，σ

２( )Ｊ，σ２Ｊ为ｌｎ（１＋θ）的方差，θ是Φ的
无条件期望，表示股票价格由Ｐｏｉｓｓｏｎ跳会带来的平均增长率；ｑ（ｔ）为连续红利率．

２　幂期权保险精算法定价

利用鞅方法求解，其过程过于繁琐，根据保险精算方法的思路，给出欧式幂期权的公平保费价格，可避开寻

找等价鞅测度的困难．
引理１　幂期权在现在时刻的价值定义为

Ｃ（Ｋ，Ｔ）＝Ｅ ｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）－ｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ{ }[ Ｋ·

Ｉｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）＞ｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ{ }]Ｋ
Ｐ（Ｋ，Ｔ）＝Ｅ ｅｘｐ－∫０

Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓＫ－ｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ{ }[ ）·

Ｉｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）＞ｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ}ｓ{ }]Ｋ
如果利用保险精算法，则是将风险资产按期望收益率折现，将无风险资产按无风险利率折现，这样我们就

可以得到上述定义．
为了方便起见，令Ｃ（Ｋ，Ｔ）＝Ｃ１＋Ｃ２，其中

Ｃ１ ＝Ｅｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）Ｉｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）＞ｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ{ }[ ]Ｋ
Ｃ２ ＝Ｅｅｘｐ－∫０

Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓｋ·Ｉｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）＞ｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ{ }[ ]Ｋ
定理１　股票价格服从上述模型要求，欧式看涨幂期权的保险精算法定价公式为

Ｃ（Ｋ，Ｔ）＝ｓｅｘｐ∫０
ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－（－１）２ σ２（ｓ[ ]）ｄ{ }ｓ∏１
－ｋｅｘｐ－∫０

Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ∏２

其中

∏１
＝∑

＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ{ }ｓ∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ( )ｓｎ
ｎ！ ·（１＋θ）ｎｅｘｐ

２

２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎ（－１）２ σ２{ }Ｊ Ｎ（ｄｎ）
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∏２
＝∑

＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ{ }ｓ∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ( )ｓｎ
ｎ！ Ｎｄｎ－ ２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
( )２

ｄｎ ＝
ｌｎ（１＋θ）

ｎ

ｋ ＋ｎ－( )１２ σＪ２＋∫０
Ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ＋（２－１）２ σ２（ｓ）＋ｒ（ｓ[ ]）ｄｓ
２２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

证明　由Φｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ（ｔ））是相互独立且同分布的，即

Ｅ［∏
Ｎ（ｔ）

ｉ＝０
１＋Φｉ］＝Ｅ［Ｅ［∏

Ｎ（ｔ）

ｉ＝０
１＋Φｉ Ｎ（ｔ）］］＝ｅｘｐ∫０

Ｔ

θλ（ｓ）ｄ{ }ｓ
再由∫０

Ｔ

σ（ｓ）ｄＷ（ｓ）～Ｎ０，∫σ２（ｓ）ｄ( )ｓ可得ＥＳ（Ｔ）＝ｓｅｘｐ∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓ，则ＥＳ（Ｔ）＝ｓｅｘｐ∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓ，所以

ｅｘｐ∫０
Ｔ

β（ｓ）ｄ{ }ｓ＝ＥＳ
（Ｔ）
ｓ

＝ｅｘｐ∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓ．
又因为ｅｘｐ－∫０

Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）＞ｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓｋ等价于

∫０
Ｔ

σ（ｓ）ｄＷ（ｓ）＋∑
Ｎ（ｔ）

ｉ＝０
ｌｎ（１＋Φｉ[ ]） ＞

ｌｎｋ
ｓ
－∫０

Ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－２σ
２（ｓ）＋ｒ（ｓ[ ]）ｄｓｄ

对于给定的ｎ，由于

∫０
Ｔ

σ（ｓ）ｄＷ（ｓ）＋∑
Ｎ（Ｔ）

ｉ＝０
ｌｎ（１＋Φｉ[ ]）ｘ～Ｎｎｌｎ（１＋θ）－１２σＪ[ ]２ ，２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ[ ]( )２

则

Ｅ［ｅｘＩ｛ｘ＞ｄ｝］＝

Ｅｅｘｐ∫０
Ｔ

σ（ｓ）ｄＷ（ｓ）＋∑
Ｎ（Ｔ）

ｉ＝０
ｌｎ（１＋Φｉ[ ]{ }） Ｉ∫０

Ｔ

σ（ｓ）ｄＷ（ｓ）＋∑
Ｎ（Ｔ）

ｉ＝０
ｌｎ（１＋Φｉ[ ]）{ }[ ]＞ｄ ＝

∫ｄ
＋∞
ｅｘ １

２槡π ２（∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ槡
２

ｅｘｐ－
ｘ－ｎｌｎ（１＋θ）－１２σＪ( )[ ]２

２

２２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( ){ }２
ｄｘ＝

ｅｘｐｎｌｎ（１＋θ）＋
２

２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）＋ｎ（－１）２ σＪ{ }２∫ｄ
＋∞ １

２槡π ２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

·

ｅｘｐ－
ｘ－ ｎｌｎ（１＋θ）＋２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎ－( )１２ σＪ( )[ ]２
２

２２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( ){ }２
ｄｘ

令

ｘ－ ｎｌｎ（１＋θ）＋２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎ－( )１２ σＪ[ ]２
２２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

ｙ

则ｄｘ＝ ２２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２ ｄｙ．

Ｅ［ｅｘＩ｛ｘ＞ｄ｝］＝ｅｘｐｎｌｎ（１＋θ）＋
２

２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）＋ｎ（－１）２ σＪ{ }２·
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∫
＋∞
ｄ－ ｎｌｎ（１＋θ）＋２∫０

Ｔ
σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎ（－１２）σＪ[ ]２

２２ ∫０
Ｔ
σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡

２

１

２槡π ２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

·

ｅｘｐ－ｙ
２{ }２ ２２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２ ｄｙ＝ｅｘｐｎｌｎ（１＋θ）＋

２

２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）＋ｎ（－１）２ σＪ{ }２·

Ｎ －
ｄ－ ｎｌｎ（１＋θ）＋２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎ（－１２）σＪ[ ]２
２２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡











２

＝

ｅｘｐｎｌｎ（１＋θ）＋
２

２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）＋ｎ（－１）２ σＪ{ }２ Ｎ（ｄｎ）
且

ｄｎ ＝
ｌｎ（１＋θ）

ｎｓ
ｋ ＋ｎ－( )１２ σＪ２＋∫０

Ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ＋（２－１）２ σ２（ｓ）＋ｒ（ｓ[ ]）ｄｓ
２２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

Ｅ［Ｉ｛ｘ＞ｄ｝］＝∫ｄ
＋∞ １

２槡π ２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

ｅｘｐ－
ｘ－ｎｌｎ（１＋θ）＋１２σＪ( )[ ]２

２

２２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( ){ }２
ｄｘ

令

ｘ－ｎｌｎ（１＋θ）＋１２σＪ( )２
２２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

ｚ，则ｄｘ＝ ２２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２ ｄｚ．

于是

Ｅ［Ｉ｛ｘ＞ｄ｝］＝∫
＋∞

ｄ－ ｎｌｎ（１＋θ）＋１２σＪ( )２
２２ ∫０

Ｔ
σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡

２

１
２槡π

１

２２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

ｅｘｐ－ｚ
２{ }２ ２２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２ ｄｚ＝

Ｎ －
ｄ－ｎ（ｌｎ（１＋θ）＋１２σＪ

２）

２２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡











２

＝Ｎｄｎ－ ２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
( )２

利用条件期望的性质并结合全期望公式，可以得到

Ｅ［ｅｘＩ｛ｘ＞ｄ｝］＝Ｅ［Ｅ［ｅｘＩ｛ｘ＞ｄ｝］Ｎ（Ｔ）］＝

∑
＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ{ }ｓ∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ( )ｓｎ
ｎ！ ·（１＋θ）ｎｅｘｐ

２

２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎ（－１）２ σＪ{ }２ Ｎ（ｄｎ）∏１

Ｅ［Ｉ｛ｘ＞ｄ｝］＝Ｅ［Ｅ［Ｉ｛ｘ＞ｄ｝］Ｎ（Ｔ）］＝

∑
＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ{ }ｓ（∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄｓ）ｎ

ｎ！ Ｎｄｎ－ ２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
( )２ ∏２

则

Ｃ１ ＝Ｅｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）Ｉｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓＳ（Ｔ）＞ｅｘｐ｛－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄｓ｝{ }[ ]ｋ ＝

ｓｅｘｐ∫０
Ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－２σ
２（ｓ[ ]）ｄ{ }ｓＥ［ｅｘＩ｛ｘ＞ｄ｝］＝

ｓｅｘｐ∫０
Ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－（－１）２ σ２（ｓ[ ]）ｄ{ }ｓ·
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∑
＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ{ }ｓ∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ( )ｓｎ
ｎ！ （１＋θ）ｎｅｘｐｎ（－１）

２ σＪ{ }２ Ｎ（ｄｎ）＝
ｓｅｘｐ∫０

Ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－（－１）２ σ２（ｓ[ ]）ｄ{ }ｓ·

∑
＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

（１＋θ）λ（ｓ）ｄ{ }ｓ （１＋θ）∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ( )ｓｎ
ｎ！ ｅｘｐｎ（－１）

２ σＪ{ }２ Ｎ（ｄｎ）
Ｃ２ ＝Ｅｅｘｐ－∫０

Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓｋ·Ｉｅｘｐ－∫０
Ｔ

μ（ｓ）ｄ{ }ｓｓ（Ｔ）＞ｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ{ }[ ]ｋ ＝

ｋｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓＥ［Ｉ｛ｘ＞ｄ｝］＝

ｋｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ∑
＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ{ }ｓ∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ( )ｓｎ
ｎ！ Ｎｄｎ－ ２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
( )２

由此可得

Ｃ（Ｋ，Ｔ）＝ｓｅｘｐ∫０
ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－（－１）２ σ２（ｓ[ ]）ｄ{ }ｓ∏１
－ｋｅｘｐ－∫０

Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ∏２

定理２　股票价格服从上述模型要求，欧式看跌幂期权的保险精算法定价公式为

Ｐ（Ｋ，Ｔ）＝ｋｅｘｐ－∫０
Ｔ

ｒ（ｓ）ｄ{ }ｓ∏２
－ｓｅｘｐ∫０

Ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ－（－１）２ σ２（ｓ[ ]）ｄ{ }ｓ∏１

其中

∏１
＝∑

＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ{ }ｓ∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ( )ｓｎ
ｎ！ ·（１＋θ）ｎｅｘｐ

２

２∫０
Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎ（－１）２ σＪ{ }２ Ｎ（ｄｎ）

∏２
＝∑

＋∞

ｉ＝０

ｅｘｐ－∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ{ }ｓ∫０
Ｔ

λ（ｓ）ｄ( )ｓｎ
ｎ！ Ｎｄｎ－ ２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
( )２

ｄｎ ＝
ｌｎ（１＋θ）

ｎｓ
ｋ ＋ｎ－( )１２ σＪ２＋∫０

Ｔ

（－１）μ（ｓ）－ｑ（ｓ）－λ（ｓ）θ＋（２－１）２ σ２（ｓ）＋ｒ（ｓ[ ]）ｄｓ
２２∫０

Ｔ

σ２（ｓ）ｄｓ＋ｎσＪ( )槡
２

证明　由定理１易得，略．
综合定理１和定理２，可以得到保险精算法中带有连续红利支付的欧式幂期权的定价公式．

３　结语

假设股票价格过程服从带非齐次Ｐｏｉｓｓｏｎ跳的扩散过程，本文利用保险精算定价方式给出带有连续支付红
利的一类奇异期权———欧式幂期权———看涨和看跌两种情形下的定价公式．关于红利的支付形式，还有很多研
究空间，例如随机时间进行分红以及当股票价格达到一定阈值时进行分红．不同的分红模式对投资者和经营者
的选择会有不同的影响，寻求一种更为合理的分红机制是未来研究的方向．
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