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一种新六维 ＤｕｆｆｉｎｇＬｕ超混沌系统的同步控制
王东晓

（郑州航空工业管理学院 数理系，河南 郑州 ４５００１５）

摘要：针对一种新六维ＤｕｆｆｉｎｇＬｕ超混沌系统的同步问题，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，分别采取非线
性同步控制和线性同步控制两种方案，通过选取合适的控制器参数（ｍ）值，使 Ａ＋ｍＩ为正定矩阵从
而实现同步．Ｍａｔｌａｂ数值仿真结果表明，在采用相同参数、相同初始值的情况下，两种方案均可实现
同步，其中线性同步控制的控制器更为简单，且可以实现参数识别．
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０　引言

生活中混沌现象几乎无处不在，为求解混沌

问题，混沌理论研究从２０世纪开始就引起科技工
作者的广泛关注，实验中观察到的混沌同步现

象［１－２］，拉开了混沌同步研究的序幕．混沌同步在

诸多领域具有广泛的应用前景，实现混沌同步的

方法也多种多样．新的混沌系统不断被发现［３－７］，

通过整合已知的混沌系统能不断得到新的超混沌

系统［８－９］，超混沌系统、多翼混沌系统、高维混沌

系统成为混沌研究领域新的热点．其中，超混沌具
有更加复杂的拓扑结构，其同步虽然更难以实现，

但更具有实际意义．
本文拟对一个新六维 ＤｕｆｆｉｎｇＬｕ超混沌系
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统［９］的同步问题进行研究，设计同步方案，给出理

论证明，并通过数值仿真验证该方案的有效性与

可行性．

１　一种新的六维混沌系统

基于混沌系统的可加性，对Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统和
Ｌｕ混沌系统进行整合［８］，得到一个新的六维 Ｄｕｆｆ
ｉｎｇＬｕ超混沌系统

ｘ１ ＝ａ（ｘ２－ｘ１）＋ｂｘ６
ｘ２ ＝－ｘ１ｘ３＋ｃｘ２
ｘ３ ＝ｘ１

２－ｄｘ３
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ｘ５ ＝－ｅｘ５－ｘ４

３＋ｆｃｏｓｘ６
ｘ６ ＝ｇｘ２ｘ















３

①

当系统参数取值ａ＝３６，ｂ＝１，ｃ＝２０，ｄ＝３，
ｅ＝０．６，ｆ＝３，ｇ＝１时，对应Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为１．２２，
０．１６，－０．３８，－０．５４，－１．１７，－１８．８５，系统为超混
沌态．其吸引子见图１．

电路设计者经常会遇到不确定的输出波形，

一般认为是由电路产生的自激振荡和噪声干扰所

致，而经研究表明，此时电路处于混沌态．高维混
沌系统具有比低维系统更加复杂的拓扑结构，相

对而言增大了同步的难度．本文整合的新六维
ＤｕｆｆｉｎｇＬｕ超混沌系统①，含有三次项、交叉项、三
角函数，这是造成同步困难的原因所在．即使实现
了同步，在构造的同步方案中，控制器也非常复

杂．本文尽可能构造简单的控制器来实现系统 ①
的同步．

２　六维ＤｕｆｆｉｎｇＬｕ超混沌系统的同步
构造

　　以 ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ）为驱动系统，ｙ＝ｇ（ｔ，ｙ）＋ｕ（ｔ，
ｘ，ｙ）为响应系统，其中ｘ，ｙ∈Ｒｎ为状态变量，ｆ，ｇ
Ｒｎ→Ｒｎ为非线性映射，ｕ（ｔ，ｘ，ｙ）为控制器，记系统
误差ｅｉ＝ｙｉ－ｘｉ，误差系统为

ｅ＝ｇ（ｔ，ｙ）－ｆ（ｔ，ｘ）＋ｕ（ｔ，ｘ，ｙ）
如果所设计控制器 ｕ使 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数 Ｖ＝

０．５（ｅ１
２＋ｅ２

２＋… ＋ｅｎ
２）对ｔ的导数中仅含有二次误

差量（不考虑ｘ），由混沌系统的有界性可知，适当放
缩可使 Ｖ＜－ＥＴＡＥ，其中Ａ为对称矩阵，如果特征值
均小于０，取ｍ＝０，此时已经同步；如果存在负特征

图１　系统①的吸引子
值，取ｍ，使得ｍ大于最小负特征值的绝对值，重新取
ｕ－ｍｅ为控制器，此时有ｌｉｍ

ｔ→∞
‖ｅ（ｔ）‖ ＝０，即系统

同步．
２．１　非线性同步控制

以系统①作为驱动系统，响应系统为
ｙ１ ＝ａ（ｙ２－ｙ１）＋ｂｙ６＋Ｕ１
ｙ２ ＝－ｙ１ｙ３＋ｃｙ２＋Ｕ２
ｙ３ ＝ｙ

２
１－ｄｙ３＋Ｕ３

ｙ４ ＝ｙ５＋Ｕ４
ｙ５ ＝－ｅｙ５－ｙ４

３＋

　ｆｃｏｓｙ６＋Ｕ５
ｙ６ ＝ｇｙ２ｙ３＋Ｕ

















６

②

其中，Ｕｉ（ｉ＝１，２，…，６）为控制器，误差变为
ｅｉ（ｉ＝１，２，…，６），系统①②的误差系统为
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ｅ１ ＝ａｅ２－ａｅ１＋ｂｅ６＋Ｕ１
ｅ２ ＝－ｅ１ｅ３－ｅ１ｘ３－ｘ１ｅ３＋ｃｅ２＋Ｕ２
ｅ３ ＝ｅ１（ｅ１＋ｘ２）－ｄｅ３＋Ｕ３
ｅ４ ＝ｅ５＋Ｕ４
ｅ５ ＝－ｅｅ５－（ｙ４

３－ｘ４
３）＋

ｆ（ｃｏｓｙ６－ｃｏｓｘ６）＋Ｕ５
ｅ６ ＝ｇ（ｅ２ｅ３＋ｘ２ｅ３＋ｅ２ｘ３）＋Ｕ
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③

当选取如下控制器Ｕｉ（ｉ＝１，２，…，６）时，误差系
统在０处是稳定的，即驱动系统①与响应系统②同步．

Ｕ１ ＝－ｍｅ１
Ｕ２ ＝ｅ１ｅ３－ｍｅ２
Ｕ３ ＝－ｅ１

２－ｍｅ３
Ｕ４ ＝－ｍｅ４
Ｕ５ ＝３ｘ４ｅ４

２＋ｅ４
３－ｍｅ５

Ｕ６ ＝－ｅ２ｅ３－ｍｅ
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④

其中ｍ为待定常数．选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
Ｖ＝０．５（ｅ１

２＋ｅ２
２＋ｅ３

２＋ｅ４
２＋ｅ５

２＋ｅ６
２）

由误差系统③和控制器④，以及系统成混沌态
时取定的系统参数和

ｃｏｓｙ６－ｃｏｓｘ６ ＝

２ｓｉｎ
ｙ６＋ｘ６
２ ｓｉｎ

ｙ６－ｘ６
２

≤ ｙ６－ｘ６

可得Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的导数
Ｖ＝ｅ１ｅ１＋ｅ２ｅ２＋ｅ３ｅ３＋ｅ４ｅ４＋ｅ５ｅ５＋ｅ６ｅ６ ＝

－ａｅ１
２＋ｃｅ２

２－ｄｅ３
２－ｅｅ５

２＋（ａ－ｘ３）ｅ１ｅ２＋
２ｘ１ｅ１ｅ３＋ｂｅ１ｅ６－ｘ１ｅ２ｅ３＋ｇｘ３ｅ２ｅ６＋ｇｘ２ｅ３ｅ６＋

（１－３ｘ４
２）ｅ４ｅ５＋ｆ（ｃｏｓｙ６－ｃｏｓｘ６）ｅ５－

ｍ（ｅ１
２＋ｅ２

２＋ｅ３
２＋ｅ４

２＋ｅ５
２＋ｅ６

２）≤
－［３６ｅ１

２－２０ｅ２
２＋３ｅ３

２＋０．６ｅ５
２－

（３６＋ ｘ３ ）ｅ１ ｅ２ －２ｘ１ ｅ１ ｅ３ － ｅ１ ｅ６ －

ｘ１ ｅ２ ｅ３ － ｘ３ ｅ２ ｅ６ － ｘ２ ｅ３ ｅ６ －

１－３ｘ４
２ ｅ４ ｅ５ － ｅ５ ｅ６ ］－ｍ（ｅ１

２＋

ｅ２
２＋ ｅ３

２＋ ｅ４
２＋ ｅ５

２＋ ｅ６
２）

当系统处于混沌态时，由混沌系统的有界性可

以得到

３６＋ ｘ３ ＜１３６　　 ｘ１ ＜４０　　 ｘ２ ＜６０

ｘ３ ＜１００　　 ｘ５ ＜２

ｘ６ ＜１０　　 １－３ｘ４
２ ＜８

从而

Ｖ＜－ＥＴＡＥ－

ｍ（ｅ１
２＋ ｅ２

２＋ ｅ３
２＋ ｅ４

２＋ ｅ５
２＋

ｅ６
２）＝－ＥＴ（Ａ＋ｍＩ）Ｅ

其中，Ｉ为六阶单位矩阵，此外，

Ｅ＝

ｅ１
ｅ２
ｅ３
ｅ４
ｅ５
ｅ
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Ａ＝

３６ －６８ －４０ ０ ０ －０．５
－６８ －２０ ０ ０ ０ －５０
－４０ ０ ３ ０ ０ －２０
０ ０ ０ ０ －４ ０
０ ０ ０ －４ ０．６ －０．５
－０．５ －５０ －２０ ０ －０．

















５ ０

用Ｍａｔｌａｂ计算矩阵 Ａ的６个特征值，分别为
－９４．４８６１， －３．７３５０， －３．４３０９，４．３０１７，
１２．７８１４，１０４．１６８９，取控制器中参数 ｍ ＝９５，则
Ａ＋ｍＩ的特征值为 ０．５１３９，９１．２６５０，９１．５６９１，
９９．３０１７，１０７．７８１４，１９９．１６８９，矩阵Ａ＋ｍＩ为正定
矩阵，Ｖ是负定的，误差系统在原点全局渐进稳定，
即系统①和系统②完全同步．

基于Ｍａｔｌａｂ软件构建同步仿真系统，四阶龙
格 －库塔法方法求解，得出同步控制过程的模拟结
果．系统状态变量初始值取 ｘ（ｉ）＝５，ｙ（ｉ）＝－５，
ｉ＝１，２，…，６．图２分别为系统 ①② 状态变量的相
图与同步误差曲线．
２．２　线性同步控制

上述控制器Ｕｉ中含有ｅｉ且有交叉项，而控制理

论的一个基本常识是：控制器中状态变量越少，则

控制方案越简单有效．在实际问题中，更多的时候
系统参数是未知的，因此笔者尝试对控制器进行简

化，并对参数进行识别．考虑系统
ｙ１ ＝ａ０ｅ２－ａ０ｅ１＋ｂ０ｅ６＋Ｕ１
ｙ２ ＝－ｅ１ｅ３－ｅ１ｘ３－ｘ１ｅ３＋ｃ０ｅ２＋Ｕ２
ｙ３ ＝ｅ１（ｅ１＋ｘ２）－ｄ０ｅ３＋Ｕ３
ｙ４ ＝ｅ５＋Ｕ４
ｙ５ ＝－ｅ０ｅ５－（ｙ４

３－ｘ４
３）＋

ｆ０（ｃｏｓｙ６－ｃｏｓｘ６）＋Ｕ５
ｙ６ ＝ｇ０（ｅ２ｅ３＋ｘ２ｅ３＋ｅ２ｘ３）＋Ｕ

















６

⑤
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图２　系统①②状态变量的轨迹图

为相应系统，目标是由ａ０，ｂ０，ｃ０，ｄ０，ｅ０，ｆ０，ｇ０来识别ａ＝
３６，ｂ＝１，ｃ＝２０，ｄ＝３，ｅ＝０．６，ｆ＝３，ｇ＝１，记
ｅａ ＝ａ０－ａ　　ｅｂ ＝ｂ０－ｂ　　ｅｃ＝ｃ０－ｃ

ｅｄ ＝ｄ０－ｄ　　ｅｅ＝ｅ０－ｅ

ｅｆ＝ｆ０－ｆ　　ｅｇ ＝ｇ０－ｇ
取控制器为

Ｕ１ ＝－ｍ１ｅ１　　Ｕ２ ＝－ｍ２ｅ２　　Ｕ３ ＝－ｍ３ｅ３
Ｕ４ ＝－ｍ４ｅ４　　Ｕ５ ＝－ｍ５ｅ５　　Ｕ６ ＝－ｍ６ｅ６

其中，ｍｉ为待定常数．取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为

Ｖ＝１２∑
６

ｉ＝１
ｅｉ
２＋

１
２（ｅａ

２＋ｅｂ
２＋ｅｃ

２＋ｅｄ
２＋ｅｅ

２＋ｅｆ
２＋ｅｇ

２）

并取

ｅａ ＝－ｅ１ｅ２－ｘ２ｅ１＋ｘ１ｅ１＋ｅ１
２

ｅｂ ＝－ｅ１ｅ６－ｅ１ｘ６
ｅｃ＝－ｅ２

２－ｘ２ｅ２
ｅｄ ＝ｅ３

２＋ｘ３ｅ３
ｅｅ＝ｅ５

２＋ｘ５ｅ５
ｅｆ＝－ｃｏｓ（ｅ６＋ｘ６）
ｅｇ ＝－ｅ２ｅ３ｅ６－ｅ２ｘ３ｅ６－ｘ２ｅ３ｅ６－ｘ２ｘ３ｅ

















６

⑥

再结合系统的有界性，类似上文推导过程可以

得到 Ｖ＜－ＥＴＡＥ，其中
Ａ＝

３６＋ｍ１ －６８ －４０ ０ ０ －０．５

－６８ ｍ２－２０ ０ ０ ０ －５０

－４０ ０ ３＋ｍ３ ０ ０ －２０

０ ０ ０ ｍ４ －４ ０

０ ０ ０ －４ ０．６＋ｍ５ －０．５

－０．５ －５０ －２０ ０ －０．５ ｍ





















６

选取合适的ｍｉ值，使得矩阵Ａ为正定矩阵，Ｖ是
负定的，误差系统在原点全局渐进稳定，即系统 ①
和系统⑤完全同步．笔者选取 ｍ１ ＝０，ｍ２ ＝２１０，
ｍ３ ＝１８７，ｍ４ ＝２，ｍ５ ＝１００，ｍ６ ＝１８０，即
Ｕ１ ＝０　　Ｕ２ ＝－２１０ｅ２　　Ｕ３ ＝－１８７ｅ３
Ｕ４ ＝－２ｅ４　　Ｕ５ ＝－１００ｅ５　　Ｕ６ ＝－１８０ｅ６
系统状态变量初始值取ｘ（ｉ）＝５，ｙ（ｉ）＝－５，

ｉ＝１，２，…，６．ａ０，ｂ０，ｃ０，ｄ０，ｅ０，ｆ０，ｇ０初始值均取 ２．
图３分别为系统 ①⑤ 状态变量的相图与同步误差
曲线，及其参数识别曲线．

由数值仿真结果可以看出，所设计的两种方

案，均可在短时间内实现驱动系统与响应系统的同

步．如前文所述，在两种方案中，即使控制器比所构
造同步方案简单，同样可以实现系统同步．出现这
种情况的原因是，本文设计方案仅仅是基于充分条

件，而非基于充要条件；两种方法都具有一定的普

适性．在采用相同参数、相同初始值的情况下，两种
方法各有优点，第一种方法实现同步的时间更短，

而第二种方法控制器更为简单．
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图３　系统①⑤状态变量的轨迹图

３　结语

本文基于混沌系统的可加性，对Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系
统和Ｌｕ混沌系统进行整合，得到一个新的六维Ｄｕｆ
ｆｉｎｇＬｕ超混沌系统，并对其同步问题进行了研究．
在采用相同参数、相同初始值的情况下，所设计的

非线性同步控制和线性同步控制两种方案均可实

现系统同步，其中非线性同步控制同步时间短，线

性同步控制控制器更为简单并可以实现参数识

别．两种方案都具有一定的普适性，其他混沌系统
同样可以通过选取合适的ｍ值使Ａ＋ｍＩ为正定矩
阵而实现同步．该同步方案对保密通信具有指导
意义．设计更简单的控制器、实现混沌系统或网络
同步，并给出理论推导，将是今后的研究重点．
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