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基于遗传模拟退火算法的绝对值方程求解
封京梅１，　卢楠２
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摘要：将遗传算法的全局搜索能力和模拟退火算法的局部细化能力结合起来，设计了一种新的遗传

模拟退火算法（ＧＳＡＡ），将该算法用于求解一类不可微的ＮＰｈａｒｄ问题：绝对值方程Ａｘ－ ｘ＝ｂ．数
值仿真表明，该算法有效地克服了遗传算法易早熟、模拟退火算法运算效率低的缺点．
关键词：绝对值方程；遗传算法；模拟退火算法
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０　引言
绝对值方程ＡＶＥ（ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ）是指

Ａｘ－ ｘ＝ｂ ①
其中，Ａ∈Ｒｎ×ｎ；ｘ，ｂ∈Ｒｎ；ｘ表示对 ｘ的各个分量
取绝对值．

最初由Ｏ．Ｌ．Ｍａｎｇａｓａｒｉａｎ等［１］给出了①式有唯
一解、非负解、２ｎ个解及无解的充分条件，Ｊ．Ｒｏｈｎ［２］

给出了①式存在无穷多解时的求解方法，但是大多
学者还是在①式存在唯一解的前提下对其算法进
行更加深入的研究；文献［３－４］在无任何假设条件
的情况下把ＡＶＥ用半光滑牛顿算法转换为二阶锥
互补问题，利用其研究结果，给出了ＡＶＥ解的凸性；
文献［４］利用区间算法对①式进行求解，并对其算
法进行了收敛性分析；由于 ＡＶＥ的不可微性，许多
学者开始尝试利用人工智能算法对其进行求解，文
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献［５－６］分别给出了差分进化与生物地理学混合
算法、交叉熵蝙蝠算法对 ＡＶＥ进行求解，与传统的
优化算法相比，效果不错．但传统优化算法对目标
函数的解析性要求较高，在求解不可微这类绝对值

方程时有一定的局限性．鉴于此，本文拟提出一种
新的遗传模拟退火算法ＧＳＡＡ（ｇｅｎｅｔｉｃａｎｄｓｉｍｕｌａｔｅｄ
ａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ）．该算法对目标函数解析性无要
求，可用遗传算法完成前期全局搜索，再让模拟退

火算法进行局部细致搜索，以期有效提高寻找最优

解的效率．

１　问题转化

引理１［１］　对任意的 ｂ∈Ｒｎ，若 Ａ的奇异值 ＞
１，则ＡＶＥ存在唯一解．

本文假设矩阵 Ａ的奇异值 ＞１，则①式等价于
无约束优化问题

ｍｉｎｆ（ｘ）＝１２（Ａｘ－ ｘ－ｂ）
Ｔ（Ａｘ－ ｘ－ｂ）②

显然，②式的解ｘ ＝ａｒｇｍｉｎｆ（ｘ）是①式的近似
解，因为②中含有｜ｘ｜，所以这是一个不可微的优化
问题，传统的优化算法因为需要目标函数的导数信

息而无法求解该类问题．本文在ＡＶＥ存在唯一解的
前提下，将求解①式转化为求解无约束优化问题，
然后用ＧＳＡＡ求解绝对值方程，该算法的基础———
模拟退火算法，已经应用于多种混合算法 ［７－１０］．

２　遗传模拟退火算法设计
２．１　遗传算法

遗传算法［１１］ＧＡ（ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ）的主要思想
源于达尔文的生物进化论和孟德尔的遗传学理论，

是一种求解优化问题的适应性搜索方法．但该算法
在后期，适应度趋向一致，有些个体在产生后代时

优势不明显，致使算法停滞不前，容易造成早熟，如

果能在后期适当拉伸适应度值，将会提升算法的收

敛性，克服早熟现象．
２．２　模拟退火算法

模拟退火算法 ＳＡＡ（ｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍ）［１２］的基本思想是把优化问题的求解过程与
统计热力学中的热平衡问题相结合，其物理背景是

固体退火过程的物理图像和统计性质，固体退火是

先将固体加热至熔化，然后慢慢冷却，使之凝固成

规整晶体的热力学过程，从统计物理学的观点来

看，随着温度的降低，物质的能量将逐渐趋近于一

个较低的状态，并最终达到某种平衡．其中主要包

括４个基本概念：
１）目标函数．即待优化的函数，通常是对目标

函数取最小值进行优化．
２）温度．对于退火算法来说，这是一个重要的

参数，它随着算法的迭代次数而下降，以模拟固体

退火过程中的降温过程．温度一方面用于限制 ＳＡＡ
产生的新解与当前解之间的距离，即搜索范围；另

一方面初始温度较高时，ＳＡＡ接受较差解的概率也
相对较高，这样ＳＡＡ就有更大的机会跳出局部最优
解，且温度下降速度较平稳时，ＳＡＡ搜索范围越大，
找到最优解的概率就越大．
３）退火进度表．是指温度随着算法迭代次数增

加的速度下降，退火过程越慢，ＳＡＡ找到全局最优
解的概率越大，但是运行时间会增加，因此把握好

温度下降的速度是关键．
４）Ｍｅｔｅｏｐｏｌｉｓ准则．是指ＳＡＡ接受新解的概率，

本文采用的是Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ概率分布，即

Ｐ（ｘｘ′）＝

１ ｆ（ｘ′）＜ｆ（ｘ）
１

１＋ｅｘｐｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ）[ ]Ｔ

ｆ（ｘ′）≥ｆ（ｘ{ ）

其中，ｘ为当前解，ｘ′为新解，ｆ（·）表示解得目标函数
值，Ｔ为温度．
２．３　ＧＳＡＡ

ＧＳＡＡ的主要思想是先利用ＧＡ进行全局搜索，
使种群靠近最优点附近后再利用 ＳＡＡ进行局部细
致寻优，两种算法交替使用直至满足终止条件，算

法步骤如下．
步骤１　设置ＧＡ参数：种群规模Ｐ，进化代数Ｍ，

交叉概率Ｐｃ，变异概率Ｐｍ；设置ＳＡＡ参数：退火初始温
度Ｔ０，温度冷却系数ｋ，终止温度Ｔｅｎｄ．

步骤２　利用ＧＡ初始化种群．
步骤３　计算个体的适应度值，然后进行选择、

交叉、变异等操作．
步骤 ４　 判断是否满足终止条件，如果

ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ） ≤ε，输出当前染色体，如果否，则转
到步骤５．

步骤５　以当前所得种群为初始种群，对每个
个体进行一次ＳＡＡ局部寻优，如果满足终止条件则
停止迭代，得到最优点ｘｋ；否则转到步骤３．

３　算法仿真与分析
为了测试ＧＳＡＡ混合算法求解方程①的性能，

测试如下三个算例（Ａ的奇异值均大于１，都能保证
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有唯一解）：

算例１　考虑如下ＡＶＥ，其中

Ａ＝
５０ ２[ ]３ ６０

　　ｂ＝
－４９[ ]５６

算例２　考虑如下ＡＶＥ，其中

Ａ＝
１００ １ １
０ ２００ ２









１ １ ３００
　　ｂ＝

１０１
２０１









３０１

算例３　考虑如下ＡＶＥ，其中

Ａ＝

１０ １ ２ ０
１ １１ ３ １
０ ２ １２ １











１ ７ ０ １３

　　ｂ＝

１２
１５
１４











２０

构造目标函数

ｍｉｎｆ（ｘ）＝１２（Ａｘ－ ｘ－ｂ）
Ｔ（Ａｘ－ ｘ－ｂ）

ＧＳＡＡ算法选择参数如下：群体规模ｐ＝５，进化
代数ｍａｘｇｅｎ＝３０，交叉概率ｐｃ＝０．６，变异概率ｐｍ＝
０．１，退火初始温度Ｔ０＝１００，ｋ＝０．８，Ｔｅｎｄ＝１．

连续用基本算法ＧＡ，ＳＡＡ，ＧＳＡＡ求解算例１—
３各３０次，表１列出了各种算法的寻优结果，由数

据对比可以看出，ＧＡ容易陷入局部收敛，无法跳
出；ＳＡＡ运算效率低、寻优效率低、运行时间长；而
ＧＳＡＡ能有效、快速地收敛到问题的全局最优解，优
势明显．

图１—图３给出终止代数为３０的条件下，ＳＡＡ，
ＧＡ，ＧＳＡＡ三种算法求解算例１—３时，每次迭代的
最佳函数值随着迭代次数增加的收敛情况．从
图１—３可以看出，在迭代初期由于退火温度比较
高，ＳＡＡ接受目标函数值比当前解差的新解的概率
相对较高，因此当前解的目标函数值的变化和跳动

较为频繁，到迭代后期，逐渐平稳下来；ＧＡ容易陷
入局部最优无法跳出；ＧＳＡＡ的收敛速度与整体寻
优上明显优于其他两种算法．

为了测试ＧＳＡＡ混合算法求解方程①的有效性，
可以求解如下随机生成的绝对值方程，矩阵Ａ（奇异
值１）和向量ｂ由如下ＭａｔｌａｂＲ２０１０ａ［１３］程序生成：

ｒａｎｄ（＇ｓｔａｔｅ＇，０）；
Ｒ＝ｒａｎｄ（ｎ，ｎ）；
ｂ＝１００ｒａｎｄ（ｎ，１）；
Ａ＝Ｒ＇ Ｒ＋ｎｅｙｅ（ｎ）；

表１　三种算法的寻优结果
算例 算法 时间／ｓ 平均最优解 最优解

ＧＡ １．７８９０ （１．０８６１，０．９９６５） （１．００００，１．００００）
１ ＳＡＡ １０．１２１０ （１．００８９１，０．９９０５） （１．００００，１．００００）

ＧＳＡＡ ２．２６５０ （１．００００，１．００００） （１．００００，１．００００）
ＧＡ ２．３３１０ （１．０７３２，１．２２１０，１．２０１８） （１．００００３，０．９７７１，１．００２７）

２ ＳＡＡ １２．５６２０ （１．０４５６，１．２０３１，１．２５１８） （１．０００１，１．００１２１，０．９９９７）
ＧＳＡＡ ３．８６２４ （１．００００，１．００００，１．００００） （１．００００，１．００００，１．００００）
ＧＡ ２．５６６０ （０．９７３３，１．０４３８，１．００８０，０．９３７５） （１．０２５０，１．０１２０，０．９８１７，０．９４０７）

３ ＳＡＡ １５．７８２０ （０．９７４３，１．１５６３，１．２５３０，０．９７９５） （０．９７１０，１．１２７８，１．１４２１，０．９２７９）
ＧＳＡＡ ６．２３１１ （０．９９９６，１．０００９，１．０００３，０．９９９９） （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）

图１　三种算法求解算例１ 图２　三种算法求解算例２
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图３　三种算法求解算例３

　　给定矩阵的阶数ｎ，调用本文算法，可以快速得
到ＡＶＥ的最优解或近似最优解．

４　结语

考虑到绝对值方程Ａｘ－ ｘ ＝ｂ是一类不可微
的ＮＰｈａｒｄ问题，本文设计了一种基于 ＧＳＡＡ的算
法，该算法充分利用ＧＡ极强的全局平行搜索能力，
以及ＳＡＡ极好的局部搜索能力，同时有效地避开了
ＧＡ容易陷入早熟、ＳＡＡ运行效率低的局限，数值仿
真结果表明，较之传统算法，ＧＳＡＡ混合算法的运算
效率、运算精度都得到了明显提高．
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