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分数阶复杂网络系统的混沌同步研究
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摘要：基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和分数阶微积分相关理论，采用驱动 －响应法，研究了一类分数阶
复杂网络系统的混沌同步问题，给出了分数阶复杂网络及分数阶时滞复杂网络系统实现混沌同步的

充分性条件．这表明在一定条件下，主从系统可以实现混沌同步．仿真结果表明了该方法的正确性．
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０　引言
作为控制论的一个新概念，混沌同步自提出以

来已取得了丰富的研究成果［１－７］．近年来，分数阶系
统因能更准确地描述自然界中的一些物理特性而

成为研究热点：文献［８］研究了一类带有未知对称
控制增益的不确定分数阶混沌系统的自适应模糊

同步控制；文献［９］研究了一类不确定分数阶时滞
系统的鲁棒稳定性判定准则；文献［１０］研究了不确
定分数阶混沌系统的滑模自适应同步控制问题，所

设计的控制器结构简单且控制代价小；文献［１１］基

于 ＴＳ模型研究了一类分数阶系统的混沌同步问
题．但是关于分数阶复杂网络系统的相关结果还十
分少见．本文拟研究一类分数阶复杂网络的混沌同
步问题，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和分数阶微积分
的相关理论，给出分数阶复杂网络及分数阶时滞复

杂网络系统实现混沌同步的充分性条件，以期说明

在一定的条件下主、从系统可以实现混沌同步．

１　分数阶复杂网络系统的混沌同步

定义１［１２］　Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义为
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ｃＤαｔ０，ｔ＝Ｄ
－（ｎ－α）
ｔ０，ｔ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）ｎ－α－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ

ｎ－１＜α＜ｎ∈Ｚ＋

考虑如下分数阶复杂网络系统：

Ｄαｘｉ（ｔ）＝ｆ（ｘｉ）＋ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ（ｔ）

ｉ＝１，２，…，Ｎ ①
其中，ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉＮ）

Ｔ∈ＲＮ是网络中节点ｉ的
状态向量；ｆｉＲ

Ｎ→ ＲＮ为光滑的非线性向量函数；
ｃ为耦合强度；Ａ（ｔ）＝（ａｉｊ（ｔ））Ｎ×Ｎ为外部耦合矩
阵，表征网络的拓扑结构，在 ｔ时刻满足 ａｉｊ（ｔ）＝
ａｉｊ≠０，表示在ｔ时刻从节点ｉ到ｊ有一条耦合强度为
ａｉｊ＝ａｉｊ（ｔ）的连接边，并且在任何时候满足ａｉｊ（ｔ）＝

－∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ（ｔ），ｉ＝１，２，…，Ｎ；Ｄα是Ｃａｐｕｔｏ导数Ｄα０，ｔ．

以上述系统作为驱动系统，其对应的响应系统设

计为

Ｄαｙｉ（ｔ）＝ｆ（ｙｉ）＋ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｙｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ） ②

定义系统误差ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ），②式减去
①式得到误差系统方程为

Ｄαｅｉ（ｔ）＝ｆ（ｙｉ（ｔ））－ｆ（ｘｉ（ｔ））＋

ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）

假设１　非线性函数 ｆ（·）满足 ‖ｆ（ｙｉ（ｔ））－
ｆ（ｘｉ（ｔ））‖ ≤ ｌ‖ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）‖，ｌ为大于零的
常数．

引理１［１３］　对于一般的分数阶自治非线性微
分方程Ｄｔαｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ）），当系统的阶数０＜α≤
１时，如果存在实对称正定矩阵Ｐ，使得Ｊ（ｘ（ｔ））＝

ｘＴ（ｔ）Ｐｄ
αｘ（ｔ）
ｄｔα

＜０，则上述分数阶系统渐近稳定．

定理１　在假设１成立的前提下，选取控制器
ｕｉ（ｔ）＝－ｋｅｉ（ｔ），如果满足不等式（ｌ－ｋ）Ｉ＋ｃ（Ｉ
Ａ）＜０，则分数阶复杂网络系统的主、从系统 ① 与
②是混沌同步的．

证明

Ｊ（ｅｉ（ｔ））＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）Ｐ

ｄαｅｉ（ｔ）
ｄｔα

＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）Ｐ［ｆ（ｙｉ（ｔ））－ｆ（ｘｉ（ｔ））＋

ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）］

因为

ｅＴｉ（ｔ）Ｐ［ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ）］≤ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）Ｐｃ（ＩＡ）ｅｉ（ｔ）

其中 表示直积，所以很容易得到下述不等式
成立：

Ｊ（ｅｉ（ｔ））≤∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）Ｐ［（ｌ－ｋ）Ｉ＋

ｃ（ＩＡ）］ｅｉ（ｔ）＜０
根据引理１，很容易证得定理１．

２　分数阶时滞复杂网络系统的混沌
同步

　　以下考虑分数阶时滞复杂网络系统
Ｄαｘｉ（ｔ）＝ｆ（ｘｉ（ｔ），ｘｉ（ｔ－τ））＋

ｃ１∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｘｊ（ｔ）＋ｃ２∑

Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｔ）ｘｊ（ｔ－τ） ③

其中，Ａ（ｔ）＝（ａｉｊ（ｔ））Ｎ×Ｎ和Ｂ（ｔ）＝（ｂｉｊ（ｔ））Ｎ×Ｎ为
外部耦合矩阵，表征网络的拓扑结构．以上述系统
作为驱动系统，其对应的响应系统设计为

Ｄαｙｉ（ｔ）＝ｆ（ｙｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ－τ））＋ｃ１∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｙｊ（ｔ）＋

ｃ２∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｔ）ｙｊ（ｔ－τ）＋ｕｉ（ｔ） ④

定义系统误差ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ），④式减去
③式得到误差系统方程为

Ｄαｅｉ（ｔ）＝ｆ（ｙｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ－τ））－

ｆ（ｘｉ（ｔ），ｘｉ（ｔ－τ））＋ｃ１∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ）＋

ｃ２∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ－τ）＋ｕｉ（ｔ）

假设２　非线性函数ｆ（·）满足

ｆ（ｙｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ－τ））－ｆ（ｘｉ（ｔ），ｘｉ（ｔ－τ））≤

γｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）＋ηｙｉ（ｔ－τ）－ｘｉ（ｔ－τ）

引理２［１４］　分数阶时滞系统Ｄαｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），
ｘ（ｔ－τ）），如果有正定矩阵Ｐ和半正定矩阵Ｑ满足

Ｊ（ｔ）＝ｘＴ（ｔ）ＰＤαｘ（ｔ）＋ｘＴＱｘ（ｔ）－
ｘＴ（ｔ－τ）Ｑｘ（ｔ－τ）≤０

则上述分数阶时滞系统是Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定的．
定理２　在假设２成立的前提下，选取控制器

ｕｉ（ｔ）＝－ｋｅｉ（ｔ），如果存在正定矩阵Ｐ和半正定矩
阵Ｑ满足矩阵不等式
Ｐ［（γ－ｋ）Ｉ＋ｃ１（ＩＡ）］＋Ｑ １／２Ｐ［ηＩ＋ｃ２Ｂ］

１／２Ｐ［ηＩ＋ｃ２Ｂ］ －[ ]Ｑ
＜０
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则分数阶时滞复杂网络系统的主从系统③与④是
混沌同步的．

证明　根据引理２可知

Ｊ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｅＴｉ（ｔ）ＰＤαｅｉ（ｔ）＋

ｅｉ（ｔ）
ＴＱｅｉ（ｔ）－ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ－τ）Ｑｅｉ（ｔ－τ）］≤

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）Ｐ［γｅｉ（ｔ）＋ηｅｉ（ｔ－τ）＋

ｃ１∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ）＋ｃ２∑

Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ－τ）＋ｕｉ（ｔ）］＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｅｉ（ｔ）

ＴＱｅｉ（ｔ）－ｅ
Ｔ
ｉ（ｔ－τ）Ｑｅｉ（ｔ－τ）］

因为

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）Ｐ［γｅｉ（ｔ）＋ηｅｉ（ｔ－τ）＋

ｃ１∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）］＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）

ＴＱｅｉ（ｔ）≤

ｅＴ（ｔ）｛Ｐ［（γ－ｋ）Ｉ＋ｃ１（ＩＡ）］＋Ｑ｝ｅ（ｔ）
又因为

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）Ｐ［ηｅｉ（ｔ－τ）＋ｃ２∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｅｊ（ｔ－τ）］≤

ｅＴ（ｔ）Ｐ［ηＩ＋ｃ２Ａ］ｅ（ｔ－τ）
其中Ａ＝（ａｉｊ）．所以

Ｊ（ｔ）≤
ｅ（ｔ）
ｅ（ｔ－τ[ ]

）

Ｔ

·

Ｐ［（γ－ｋ）Ｉ＋ｃ１（ＩＡ）］＋Ｑ １／２Ｐ［ηＩ＋ｃ２Ｂ］

１／２Ｐ［ηＩ＋ｃ２Ｂ］ －[ ]Ｑ
·

ｅ（ｔ）
ｅ（ｔ－τ[ ]

）
＜０

其中

ｅ（ｔ）＝［ｅ１（ｔ），ｅ２（ｔ），…，ｅＮ（ｔ）］
Ｔ

ｅ（ｔ－τ）＝
［ｅ１（ｔ－τ），ｅ２（ｔ－τ），…，ｅＮ（ｔ－τ）］

Ｔ

３　数值算例

定理１假设复杂网络含有３个节点，第ｉ个节点
是如下分数阶Ｌü系统：

Ｄαｘｉ１ ＝３６（ｘｉ２－ｘｉ１）

Ｄαｘｉ２ ＝－ｘｉ１ｘｉ３＋２０ｘｉ２
Ｄαｘｉ３ ＝－３ｘｉ３＋ｘｉ１ｘｉ

{
２

当α＞０．９１５６时表现出混沌行为，混沌吸引子
如图１所示．

定理１中ｃ＝０．０１，ｌ＝０．６８，Ａ＝ｄｉａｇ（３，５，２），

图１　分数阶Ｌü系统的混沌吸引子

图２　定理１中系统的同步误差

选取适当的ｋ满足不等式（ｌ－ｋ）Ｉ＋ｃ（ＩＡ）＜０，
则定理１成立，其对应的系统误差曲线如图２所示．

定理２假设复杂网络含有３个节点，第ｉ个节点
是如下时滞Ｌｏｒｅｎｚ系统：
Ｄαｘｉ１ ＝－ａｘｉ１＋ａｘｉ２
Ｄαｘｉ２ ＝ｃｘｉ１＋（ｄ－１）ｘｉ２－ｘｉ１ｘｉ３＋ｄｘｉ２（ｔ－τ）

Ｄαｘｉ３ ＝－ｂｘｉ３＋ｘｉ１ｘｉ
{

２

Ａ＝
－４ｓｉｎｔ ｓｉｎｔ ｓｉｎｔ
２ －２ ０
２ ０ －







２

Ｂ＝
－２ｓｉｎｔ ｓｉｎｔ ０
２ －ｓｉｎｔ－２ ｓｉｎｔ
０ ｓｉｎｔ －２ｓｉｎ







ｔ

ａ＝１０，ｂ＝３／８，ｃ＝２８，α＝０．９７，τ＝０．５时
系统进入混沌状态，系统的混沌吸引子如图３所示，
耦合强度ｃ１＝ｃ２＝０．０１，γ＝１．５，η＝２，其对应的
系统误差曲线如图４所示．

４　结论
本文基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和分数阶微积

分的相关理论，采用驱动 －响应法，研究了分数阶
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图３　分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统的混沌吸引子

图４　定理２中系统的同步误差

复杂网络系统的混沌同步问题，给出了分数阶复杂

网络以及分数阶时滞复杂网络系统实现混沌同步

的充分性条件．研究表明：在一定的条件下主、从系
统可以实现混沌同步．仿真结果证明了本方法的正
确性．
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