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摘要：针对测量仪器数据采集与处理过程中模数转换器件所需分辨率的不确定

性，提出了通过信源的信息熵平均法则计算模数转换器件分辨率的方法：利用

大数定律，论证了在测量信息论中信息熵的平均法则，进而推导出在测量系统

的数据采集部分设计中模数转换器件所需信噪比与模数转换位数之间的关

系———器件的位数越高，对应的分辨率越高，获取测量信息就越多，而这些均与

相应的信息熵有对应的计算关系．应用实例验证了该方法的合理性．
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０　引言

在现代测量技术中，测量的物理量能否被

有效采集和处理非常重要，而模数转换器件则

是数据采集系统的核心器件［１］．模数转换器件

的一个重要技术指标是分辨率（Ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ），是

与转换精度相关的指标，其外在表现就是输出

的数字量的二进制位数．从编码的角度看，它又

是描述物理量精确度的指标［２］．通常情况下，数

模转换器件的位数越多，对应的分辨率就越高，

测量的结果相对就越准确．而在实际测量过程

中，由于技术和成本等条件的限制，模数转换器

件的分辨率不可能也没有必要做到无限多位，

如何根据实际需要确定测量过程所需的分辨率

便成为影响测量结果的关键步骤．在以往的工

程实践中，通常是设计者根据经验选择模数转

换器件的位数，缺乏相应的理论依据．信息熵作

为现代通信理论的基础，不仅仅适用于通信信

号的描述，也有研究者尝试将其用于测量信息

的描述．Ｃ．Ｈ．Ｃｈｅｎ等［２］从能量谱角度给出了

信息熵与分辨率的对应关系．Ｍ．Ｓ．Ｈｕｇｈｅｓ

等［１－５］基于热动力学方程，对比了基于熵的测

量信息波形与基于能量的功率谱，并尝试找出

其共性．Ｈ．Ｓｃｈｍｉｄ等［６］利用最大熵分布描述了

模数转换器的非线性精度边界．然而，目前尚未

有针对模数转换精度的信息描述．鉴于此，本文

拟提出一种计算方法，利用信息熵的平均法则

推导出测量仪器在数据采集和处理设计过程中

模数转换器件所需分辨率，以期从测量信息论

的角度对数据采集和处理系统的设计给出理论

指导．

１　信息熵基本原理

随机试验中随机事件每次出现的结果不

同，但是每一事件多次重复试验出现的频率却

趋于稳定，并且结果的平均值也接近某个确定

的值，称为平均法则，即大数定律［７］．在信息论

中，对于独立同分布的随机变量序列，当序列数

趋向无穷时，序列联合概率倒数的对数平均值

依概率趋近其信息熵，即信息熵的平均法则［８］．

文献［９－１２］论述了不同类型信源信息熵的平

均法则在编码方面的应用．在测量仪器中，对某

一物理量的测量，通常都是通过传感器感知到

所要测量的信号，然后再通过放大、滤波等信号

调理电路，将信号调整至模数转换电路的输入

范围，经模数转换后得到相应的数字信号，再通

过数字信号处理等步骤，最后得到所需的相应

量［１３］，以数值或其他约定的形式显示出来．

信息熵作为信源总体信息测度的确定量，

表示的是信源所发出符号提供的平均信息量，

即信源中每一符号在信源概率空间的统计平均

值．信源Ｘ的信息熵用 Ｈ（Ｘ）表示，其数学模

型为

Ｈ（Ｘ）＝－∑
ｘｉ∈Ｘ
ｐ（ｘｉ）ｌｏｇｐ（ｘｉ）

其中，ｘｉ为表示信源Ｘ的随机变量的可能取值，

ｐ（ｘｉ）为其概率．由信息熵的数学模型可知，信

息熵为非负值，说明无论在何种情况下，信源总

·９５·
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是能够提供一定的信息量．

２　信息熵的平均法则

对于离散随机变量ζ，如果其分布服从

ｘ１ ｘ２ … ｘｎ
ｐ１ ｐ２ … ｐ







ｎ

①

且令ｘｉ＝ｌｏｇ
１
ｐｉ
（ｉ＝１，２，…，ｎ），则信息熵可视

为随机变量ζ的数学期望，即

Ｈ（ξ）＝Ｅξ ②
如果ξ１，ξ２，…，ξｎ是相互独立的随机变量

序列，则其数学期望 Ｅξ１ ＝ａｉ，Ｅξ２ ＝ａ２，…，

Ｅξｎ ＝ａｎ；方差Ｄξ１＝ｌ１，Ｄξ２＝ｌ２，…，Ｄξｎ＝ｌｎ，

并且对于Ｄξｉ＜ｌ，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｌ与ｉ无关，对

任意的ε＞０，有

Ｄ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ξ( )ｉ ＝１ｎ２∑

ｎ

ｉ＝１
Ｄξｉ＜

１
ｎ２

③

Ｅ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ξ( )ｉ ＝１ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅξｉ

而对于ξｉ存在

Ｐ（ξｉ－Ｅξｉ≥ε）＝ ∑
｜ｘｉ－Ｅξｉ｜≥ε

Ｐ（ξｉ＝ｘｋ）④

因为１≥ ξｉ－Ｅξｉ≥ ε＞０，所以（ξｉ－

Ｅξｉ）
２≤ε２，则

∑
｜ｘｋ－Ｅξｉ｜≥ε

Ｐ（ξｉ＝ｘｋ）≤ ∑
｜ｘｋ－Ｅξｉ｜≥ε

（ｘｋ－Ｅξｉ）
２

ε２
ｐｋ⑤

显而易见

∑
｜ｘｋ－Ｅξｉ｜≥ε

（ｘｋ－Ｅξｉ）
２

ε２
ｐｋ≤∑

ｋ

（ｘｋ－Ｅξｉ）
２

ε２
ｐｋ⑥

而∑
ｋ
（ｘｋ－Ｅξｉ）

２ｐｋ正是 ξｉ的方差 Ｄξｉ，综合

④—⑥式可得

Ｐ（ξｉ－Ｅξｉ≥ε）≤
Ｄξｉ
ε２

那么

Ｐ（ξｉ－Ｅξｉ ＜ε）≥１－
Ｄξｉ
ε２

于是在公式③的条件约束下，有

Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ξｉ－

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅξｉ ＜( )ε≥１－ ｌｎε２

又由于任何事件的概率都 ≤ １，联合上

式有

１≥Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ξｉ－

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅξｉ ＜( )ε≥１－ ｌｎε２

由此可得

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ξｉ－

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅξｉ ＜( )ε ＝１

即当ｎ趋向无穷时，随机变量序列ξｉ的算术平

均值依概率趋于其数学期望的平均值．当 ξ１，

ξ２，…，ξｎ为独立且服从①式的同分布随机变量

序列时，上式可记作

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ξｉ－Ｅξ＜( )ε ＝１

其中，Ｅξ为序列中随机变量的期望．令 ξｉ ＝

ｌｏｇ１ｐｉ
（ｉ＝１，２，…，ｎ），由上式可得

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ１ｐ－Ｅξ

＜( )ε
根据对数的运算公式可得

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ１ｐｉ

＝－１ｎｌｏｇ∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ

又由于ξ１，ξ２，…，ξｎ相互独立，则

－１ｎｌｏｇ∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝－

１
ｎｌｏｇＰ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）

故可推导出

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ １
ｎｌｏｇＰ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）－Ｅξ

＜( )ε ⑦

最后由式②⑦可得

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ξｉ－Ｈ（ξ） ＜( )ε ＝１ ⑧

因此，如果ξ１，ξ２，…，ξｎ为独立且服从①式

概率分布的独立同分布随机变量序列，当 ｎ趋

向无穷时，
１
ｎｌｏｇＰ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）依概率趋于信

息熵Ｈ（ξ），即１ｎｌｏｇＰ（ξ１，ξ２，…，ξｎ） →
ｐ
Ｈ（ξ）．
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３　模数转换分辨率的计算

对于服从 ① 式概率分布的独立同分布随

机变量序列ξ１，ξ２，…，ξｎ，可通过信息熵的大数

定律来获取对这些序列的最短描述，进而推导

出模数转换器件所需的最小位数．设 Ｕ为序列

ξ１，ξ２，…，ξｎ能够提供的信息全集，集合 Ａ为测

量所关注的测量信息集；Ａｃ为信息全集中不属

于Ａ的元素，即为测量过程中对应有用测量信

息的噪声，信息全集与测量信息集的关系见

图１．

图１　信息全集与测量信息集的关系

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｄｉａｇｒａｍｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｏｌｌｅｃｔｅｄａｎｄｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｏｌｌｅｃｔｅｄ

根据⑧式，定义Ａ为满足

（ξ１，ξ２，…，ξｎ）∈Ｕ

２－ｎ（Ｈ（ξ）－ε）≥Ｐ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）≥２
－ｎ（Ｈ（ξ）＋ε）⑨

的序列集合，并定义 Ａ为集合 Ａ中元素数量．

由于Ｕ是随机变量序列的信息全集，由其概率

空间的完备性可知∑
ξ∈Ｕ
Ｐ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）＝１．

由于Ａ是Ｕ的子集，所以

∑
ξ∈Ａ
Ｐ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）≤∑

ξ∈Ｕ
Ｐ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）

又根据⑨式，得

∑
ξ∈Ａ
２－ｎ（Ｈ（ξ）＋ε）≤∑

ξ∈Ａ
Ｐ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）

而上式的左端等于２－ｎ（Ｈ（ξ）＋ε） Ａ，所以可

以得出２－ｎ（Ｈ（ξ）＋ε） Ａ≤１，即

Ａ≤２ｎ（Ｈ（ξ）＋ε） 瑏瑠

由 ⑧ 式亦可知，ｎ→ ∞ 时，（ξ１，ξ２，…，

ξｎ）∈Ａ的概率亦趋于１，因此，对于任意正数δ
存在ｎ０，当ｎ＞ｎ０时，有

Ｐｒ －１ｎｌｏｇＰ（ξ１，ξ２，…，ξｎ）－Ｈ（ξ）
＜{ }ε ＞

１－δ
如令δ＝ε，则

Ｐｒ｛Ａ｝＞１－ε 瑏瑡
要实现对信息全集Ｕ中所需测量的信息集

Ａ的全部获取，只要对信息全集进行有效的描

述即可．对Ａ的最短编码的有效描述，实质就是

数模转换器件对应的最低分辨率，也就是可以

取得相应输出数字量的最低位数．设 ｒ（ξｎ）代

表描述Ａ的编码长度，则其数学期望为

Ｅ（ｒ（ξｎ））＝∑
Ａ
ｐ（ξ）ｒ（ξｎ）

而对应的噪声集为

Ｅ（ｒ（ξｎ））＝∑
Ａｃ
ｐ（ξ）ｒ（ξｎ）

因此，可以得到相应的信噪比为

ＳＮＲ＝∑
ξｎ∈Ａ
ｐ（ξ）ｒ（ξｎ）∑

ξｎ∈Ａｃ
ｐ（ξ）ｒ（ξｎ） 瑏瑢

又根据⑩式可知，测量信息集Ａ所需的编

码长度ｒ（ξｎ）≤ｎ（Ｈ（ξ）＋ε），噪声集Ａｃ的编码

长度可以定义为 ｒ（ξｎ）≤ （ｎｌｏｇＵ ＋１），于是

得到

Ｅ（ｒ（ξｎ））≤∑
ξｎ∈Ａ
ｐ（ξ）（ｎ（Ｈ（ξ）＋ε）＋１）＋

∑
ξｎ∈Ａｃ
ｐ（ξ）（ｎｌｏｇＵ ＋１）

上式取ｎ（Ｈ（ξ）＋ε）＋１，是为了保证长度

最小并取大于１的整数位，又根据式瑏瑡有

∑
ξｎ∈Ａ
ｐ（ξ）（ｎ（Ｈ（ξ）＋ε）＋１）≤

ｎ（Ｈ（ξ）＋ε）＋１ 瑏瑣
而噪声集的编码长度

∑
ξｎ∈Ａｃ
ｐ（ξ）（ｎｌｏｇＵ ＋１）≤

ε（ｎｌｏｇＵ ＋１） 瑏瑤

·１６·
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由联合式瑏瑣瑏瑤推导出

Ｅ（ｒ（ξｎ））≤ｎ（Ｈ（ξ）＋δ）

其中，ξ＝ε＋εｌｏｇＵ ＋（１＋ε）／ｎ．只要ε和ｎ

选取得合适，δ可以任意小，由此可以得出Ａ编

码最小长度为ｎＨ（ξ），也就是至少要使用辨率

为ｎＨ（ξ）的模数转换器才可以完成输出代码

表示．由上面一系列的推导、计算可以看出，模

数转换的分辨率可以通过对离散信源的信息熵

的计算来确定．

４　应用实例

在某测量系统中，设模数转换器件的输入

为连续随机变量 Ｘ，输出的数字量为对称于原

点的等间距分布的离散随机变量 Ｙ＝｛ｓ１，ｓ２，

…，ｓＮ｝，Ｎ为均值为０，方差为σ
２
ｎ／２的高斯白噪

声．根据公式瑏瑢即可得到图２所示的模数转换

位数（Ｂｉｔ）、信噪比和测量信息之间的关系．

图２　模数转换位数、信噪比及测量信息关系图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｄｉａｇｒａｍｏｆａｎａｌｏｇｔｏｄｉｇｉｔａｌ

ｃｏｎｖｅｒｔｅｒｄｉｇｉｔ，ｔｈｅｓｉｇｎａｌｎｏｉｓｅｒａｔｅ

ａｎｄｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

从图２可知，在模数转换过程中获取的测

量信息与模数转换器的分辨率及输入信噪比均

有关系，信噪比越大，且使用的模数转换器位数

越多，则获取的测量信息也越多；当测量系统的

信噪比比较高时，只有采用足够高的模数转换

位数才能保证获取的测量信息足够多．

５　结论

本文以大数定律为基础，推导出测量信息

熵的平均法则，并利用该法则来进行测量设备

数据采集系统中模数转换器件分辨率的计算．
从实例的计算结果可以看出，器件的位数越高，

对应的分辨率越高，获取的测量信息就越多．通
过本文提出的计算方法可以进行设计前的理论

预估，使得原来靠经验进行器件选择的工作，在

理论上以信息熵的形式给出了依据，对实际工

程设计具有指导意义．
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