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摘要：基于精确自相似 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ分形模型，通过求解控制体的迂曲度分
布函数，研究了平均迂曲度与孔隙率、最小孔隙特征长度和分形维数的函数关

系．结果表明：迂曲度与孔隙率服从Γｎ＝
３
２－

１
２φ的计算规律；最小孔隙特征长

度、分形维数、欧几里得空间维数共同决定了物体内部空间的复杂程度；多孔介

质内部流线迂曲度随孔隙率增大而减小，随最小孔隙特征长度、分形维数的减

小而增大．
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ｍｕｍｐｏｒｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｌｅｎｇｔｈａｎｄｔｈｅｆｒａｃｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎｂｙｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｏｒｔｕｏｓｉｔｙｏｆｔｈｅ

ｃｏｎｔｒｏｌｂｏｄｙ．ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｅｄｔｈｅｔｏｒｔｕｏｓｉｔｙａｎｄｐｏｒｏｓｉｔｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｂｅｙｔｈｅｒｕｌｅｏｆΓｎ＝
３
２－

１
２φ；ｔｈｅ

ｍｉｎｉｍｕｍｐｏｒｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｌｅｎｇｔｈ，ｔｈｅｆｒａｃｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｎｄＥｕｃｌｉｄｅａｎｓｐａｃｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅｃｏｍ
ｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｎａｌｓｐａｃｅｏｆｏｂｊｅｃｔ；ｔｈｅｔｏｒｔｕｏｓｉｔｙｏｆｐｏｒｏｕｓｍｅｄｉａｆｌｏｗｌｉｎｅｓｄｅｃｒｅａｓｅｓｗｉｔｈｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｏｆ
ｔｈｅｉｎｔｅｒｎａｌｐｏｒｏｓｉｔｙａｎｄｉｎｃｒｅａｓｅｓｗｉｔｈｔｈｅｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｏｆｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｐｏｒｅｓｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｌｅｎｇｔｈａｎｄｐｏｒｅｆｒａｃ
ｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．

０　引言

在农产品干燥机理的研究中，流体在生物

质多孔介质中的输运特性，如渗透性、扩散性和

导热性受到广泛的关注［１－７］，多孔介质内部流

线的迂曲度是影响这些输运特性的重要参数．

目前，获取多孔介质材料内部的迂曲度通常采

用实验测量、数值模拟和理论分析三种方法．

Ａ．Ｍ．Ａｔｔｉａ等［８－１０］通过实验手段得出迂曲度经

验关联式．Ｐ．Ｓｅｎ等［１０］通过实验手段测得流体

流过球形颗粒沉淀物流线的迂曲度，并得出经

验关联式．但这些关联式受实验周期较长、实验

装置复杂等条件限制，应用范围有限．

近年来，随计算机计算能力的提高，一些学

者采用数值模拟的方法来研究多孔介质内部流

线迂曲度．其中Ａ．Ｋｏｐｏｎｅｎ等［１１－１２］采用自动格

子气（ＬＧ）法总结了不同适用范围的经验关联

式，得出二维多孔介质中牛顿不可压缩流体缓

慢流动的迂曲度关联式．但这些关联式由于均

存在物理意义不明晰的经验常数和在极端孔隙

率下不符合物理常识等问题，使这些关联式在

应用时受到限制．

一些文献通过理论分析方法获得简单几何

结构多孔介质内部流线的迂曲度，其中文献

［１３－１７］分别通过分析的方法得出了各自模

型下的流线迂曲度．但这种方法只能对简单、规

则的几何结构求解，并且在极端孔隙率情况下，

会出现结果与实验结果偏差较大的情况．

针对以上问题，许多学者根据多孔介质孔

隙尺度和表面分布特性服从分形标度律等规律

并基于自相似分形图形方法，提出了多孔介质

迂曲度的计算公式［１８－１９］，其中，Ｊ．Ｈ．Ｌｉ等［２０］基

于精确自相似分形图形得出多孔介质迂曲度计

算公式，为研究多孔介质内部流线迂曲度提供

了新的途径．

由于自然界中存在大量与Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ

模型有相似结构的现象，本文拟基于精确自相

似的 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ模型，考虑分形维数与孔

隙的影响，给出包含更多信息的一般迂曲度计

算式，并分析孔隙率、分形维数和最小孔隙等因

素对迂曲度的影响，以期为多孔介质中流线迂

曲度的计算提供一条新的途径．

１　流线迂曲度的分段计算

迂曲度通常定义为［２１］

Γ＝Ｌｔ／Ｌｅ ①

其中，Ｌｔ为流体流线的实际长度，Ｌｅ为沿宏观压

力方向上的直线长度或特征长度．

流线迂曲度的分段计算示意图如图 １所

示．将Ｌｅ分为ｎ段，长度分别为Ｌｅ１，Ｌｅ２，…，Ｌｅｎ，

每段对应流线长度为Ｌｔ１，Ｌｔ２，…，Ｌｔｎ，可知

Ｌｅ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｌｅｉ ②

Ｌｔ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｌｔｉ ③

将式②③带入式①可得

·０７·



袁培，等：基于Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ模型的多孔介质迂曲度计算

Γ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｌｔｉ∑

ｎ

ｉ＝１

Ｌｅｉ ④

由式①可得每段流线的迂曲度为

Γｉ＝ＬｔｉＬｅｉ ⑤

令Ｋｉ＝Ｌｅｉ／Ｌｅ，将式⑤带入式④可得

Γ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＫｉΓｉ ⑥

图１　流线迂曲度的分段计算示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｐｌｏｔｏｆｆｌｏｗｌｉｎｅｓ

ｔｏｒｔｕｏｓｉｔｙｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

２　基于 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ模型多孔介
质迂曲度

２．１　Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ生长过程
二维 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ生成过程如图 ２所

示．由图２根据自相似性可知，第 ｎ＋１阶 Ｓｉｅｒ

ｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ的生成过程，可以看作围绕边长为

Ｌ／３的中心骨架放置６个缩小３倍的第ｎ阶图

形（下文默认 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ边长为１）．

图２　二维Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ生成过程

Ｆｉｇ．２　Ｇｅｎｅｒａｔｉｖｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ

２．２　Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ内部流线迂曲度推导与

分析

　　在不考虑流动边界层厚度的情况下，Ｓｉｅｒ
ｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ多孔介质的中流线如图３所示．由
图３可知，第 ｎ＋１阶 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ迂曲度

图３　二维Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ流线示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｐｌｏｔｏｆｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｏｆ

ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ

Γｎ＋１可由Γｎ经式⑥表示为

Γｎ＋１＝

Γｎ（３ｘ＋１） －１２≤ｘ＜－
１
６

２
３Γｎ（３ｘ）＋

１
３ｇ（ｘ） －１６≤ｘ≤

１
６

Γｎ（３ｘ－１）
１
６＜ｘ≤













 １

２

其中，Γ０，ｇ（ｘ）服从以下分布：

Γ０＝１　　　　　 －１２≤ｘ≤
１
２

ｇ（ｘ）＝－６｜ｘ｜＋２ －１６≤ｘ≤









 １
６

对 Γ０，ｇ（ｘ）计算可得Γ０ ＝∫
１
２

－
１
２

ｄｘ＝１，

ｇ（ｘ）＝∫
１
６

－
１
６

ｇ（ｘ）ｄｘ＝１２．

记 Γｎ＋１ ＝∫
１
２

－
１
２

Γｎ＋１（ｘ）ｄｘ为 ｎ＋１阶

Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ的平均迂曲度，对Γｎ＋１计算得

Γｎ＋１ ＝
８
９Γｎ＋１＋

１
３ｇ（ｘ） ⑦

式⑦经运算可得

Γｎ ＝
３
２－

１
２( )８９

ｎ

⑧

同时，可方便地计算得到 ｎ阶 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ
ｃａｒｐｅｔ的孔隙率为

φ＝( )８９
ｎ

⑨

将式⑨带入式⑧得

Γｎ ＝
３
２－

１
２φ ⑩

·１７·
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从式⑩可以看出，Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ迂曲度

随孔隙率增加而减小．

图４将式⑩与其他若干个迂曲度计算公式

进行了对比，可以看出，式 ⑩ 在高孔隙率

（０．７５＜φ＜１）下可很好地符合其他迂曲度计

算公式．这是因为，低孔隙率意味着控制体内含

有大量结构尺寸较小的颗粒或骨架，这时流动

边界层的厚度、湍流等流动现象的特征长度相

较最小孔隙特征长度已经不可忽略，致使式 ⑩
的偏差较大．

图４　若干迂曲度计算公式对比

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓａｍｏｎｇｔｈｅ

ｃａｌｃｕｌａｔｉｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｔｏｒｔｕｏｓｉｔｙ

３　 迂曲度与最小孔隙特征长度和分
形维数关系分析

　　文献［２２］给出了描述和计算分形维数的

公式

Ｄｆ＝ｌｎＮ（ε）／ｌｎ（１／ε） 瑏瑡
式中，Ｄｆ为分形维数，Ｎ（ε）为一个物体的质

量、体积、面积或曲线长度，ε为测量的长度．

通过计算可得 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ的分形维

数为Ｄｆ＝ｌｏｇ３８，则在 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ中孔隙
率

φ＝εｄＥＮ（ε） 瑏瑢
式中，ｄＥ为欧几里得空间维数．

将式瑏瑡带入式瑏瑢得

φ＝εｄＥ－Ｄｆ 瑏瑣

在Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ中，最小孔隙特征长度

λｍｉｎ ＝ε，式瑏瑣可变为

φ＝λｍｉｎ
ｄＥ－Ｄｆ 瑏瑤

将式瑏瑤带入式瑏瑠可得

Γｎ ＝
３
２－

１
２λｍｉｎ

ｄＥ－Ｄｆ 瑏瑥

分析公式瑏瑥可知：最小孔隙特征长度、分形

维数、欧几里得空间维数共同决定了物体内部

空间的复杂程度．

图５为式瑏瑥的曲面图．由图５可以看出，基

于Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ模型的多孔介质内部流线迂

曲度，随最小孔隙特征长度的减小而增大，流线

迂曲度越大，多孔介质内部的孔隙越复杂．在极

端条件下，当最小孔隙特征长度为０时，内部流

线迂曲度为１．５，此时控制体被颗粒或骨架填

充满，流体不能从控制体内部流过，只能沿着控

制体边界绕流到控制体另一侧，而１．５正是流

体沿正方形边界流动的平均迂曲度；当最小孔

隙特征长度为１时，内部流线迂曲度为１，控制

体内部没有颗粒或骨架阻碍流体流动，流体沿

直线流过控制体．

以分形维数作为变量时，随分形维数的减

小，多孔介质内部流线迂曲度增大，孔隙所占的

图５　式瑏瑥曲面图

Ｆｉｇ．５　Ｓｕｒｆａｃｅｐｌｏｔｓｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ瑏瑥
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面积减小，控制体内的颗粒或骨架越多，内部流

线所经路径越长．在极端情况下，孔隙占满了整

个控制体积，这时的流线迂曲度为１，流体可沿

直线流过控制体；当分形维数为１时（Ｄｆ＝ｄＥ－

１），意味着整个控制体被颗粒或骨架充满，流

线迂曲度为１．５，也就是说流体沿控制体边缘

绕流到控制体另一侧，而１．５正是流体沿正方

形边界流动的平均迂曲度．

４　结论

本文基于精确自相似 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉｃａｒｐｅｔ模

型推导出具有明确意义的多孔介质内部流线迂

曲度一般计算式，研究了平均迂曲度与孔隙率、

最小孔隙特征长度和分形维数的关系，结论

如下．

１）迂曲度与孔隙率服从Γｎ＝
３
２－
１
２φ的计

算规律，多孔介质内部流线迂曲度随孔隙率增

加而减小．当孔隙率为１时，流线平均迂曲度为

１，流体沿直线流过控制体；当孔隙率为０时，流

线平均迂曲度为１．５，控制体为实体．

２）最小孔隙特征长度、分形维数、欧几里

得空间维数共同决定了物体内部空间的复杂程

度，内部流线迂曲度随最小孔隙特征长度、分形

维数的减小而增大．
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