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新三维非线性系统的动力学特性及其电路实现
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摘要：针对一个新的三维非线性混沌系统的数学微分模型，通过构建基于

Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ的数值计算模型，研究了系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ维
数、Ｐｏｉｎｃａｒé映射、初值敏感性时序图等主要动力学特性；基于 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ搭建了
该系统的模拟自激振荡电路．仿真结果表明，具体参数下的电路实验结果与数
值计算具有一致性，证实了系统混沌吸引子的存在和物理上的可实现性．

·３９·



　２０１６年９月 第３１卷 第５期

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｓｏｍｅｏｆｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆａｎｏｖｅｌｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｆｕｒ
ｔｈｅｒｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｂｙｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎＭａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋｓｏｆｔｗａｒｅ，ｓｕｃｈａｓＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓａｎｄ
Ｌｙａｐｕｎｏｖｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｐｉｎｇａｎｄｉｎｉｔｉａｌｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｅｔａｌ．Ａｎｄｔｈｅｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｉｒｃｕｉｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗａｓｇｉｖｅｎｂａｓｅｄｏｎＭｕｌｔｉｓｉｍｓｏｆｔｗａｒｅ．Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｓｈｏｗｅｄｔｈａｔｔｈｅｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓｗｅｒｅｃｏｎｓｉｓｔ
ｅｎｔ，ｔｈｅｎｃｏｎｆｉｒｍｅｄｔｈａｔｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｅｘｉｓｔｅｄａｎｄｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｃｏｕｌｄｂｅｒｅａｌｉｚｅｄ．

０　引言

混沌理论是非线性科学的一个重要方向，

近几十年来，不论是从低维到高维，还是从离散

到连续，混沌系统和超混沌系统都大量出现在

各种文献中．混沌状态是发生在确定性系统中

的一种伪随机行为，这是一种内在随机性驱动

的行为，本质上区别于外在随机性行为，其优势

促使混沌理论的工程应用在近些年得到快速发

展．自从美国著名气象学家 Ｅ．Ｎ．Ｌｏｒｅｎｚ［１］于

１９６０年代在数值实验中偶然发现蝴蝶状混沌

吸引子以来，不同类型的混沌吸引子相继被发

现和研究．１９９９年，Ｇ．Ｒ．Ｃｈｅｎ等［２］在混沌系统

反控制中发现了一个与 Ｌｏｒｅｎｚ系统不拓扑等

价的新混沌吸引子———Ｃｈｅｎ系统；２００２年，Ｊ．

Ｈ．Ｌü等［３］发现了不同于上述两种混沌吸引子

的过渡（临界）混沌系统———Ｌü系统；２００４年，

Ｃ．Ｘ．Ｌｉｕ等［４］也提出了与 Ｌｏｒｅｎｚ系统相似的

Ｌｉｕ系统，随后的几年里他们又提出了若干新

的混沌和超混沌系统，并证明了这些系统的分

数阶混沌吸引子依然存在［５－７］；２００４年，Ｇ．Ｈ．

Ｔｉｇａｎ［８］发现了 Ｔ系统并进行了详细的研究和

分析；２００９年，唐良瑞等［９］发现了一类新混沌

系统并进行了电路仿真；２０１２年，高智中等［１０］

发现了一类新超混沌系统并得到了模拟电路实

现；２０１３年，张转周等［１１］构造了一类新的三维

二次混沌系统，并对其进行了部分基本动力学

分析，但没有进行电路实现的验证．

本文分析的非线性自治混沌系统共有 ７

项，含有３个参数，其中两个方程中各含有一个

非线性乘积项ｘｚ和ｘｙ，并含有一个常数项ｂ．文

献［１１］已经通过微分方程和非线性理论推导、

计算机数值仿真、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱、分岔图等手

段研究了该系统的基本动力学行为，验证了系

统的混沌特性．文献［１２］对该系统进行了界估

计，给出了系统的最终界估计表达式和轨线从

吸引集外进入吸引集的速率估计式（全局指数

吸引集），并给出了数值仿真模拟结果．但关于

该系统的电路实现并未见报道．为验证系统的混

沌特性，本文拟设计该混沌系统的硬件电路，并

进行仿真实验，以证实该混沌系统电路的可实

现性．

１　新混沌系统数值计算模型

一个新的三维二次非线性混沌系统的方程

为［９］：

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ＝ｘｚ－ｙ
ｚ＝ｂ－ｘｙ－（ａ＋ｃ）

{
ｚ

①

其中，（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ∈Ｒ３为状态变量；ａ，ｂ，ｃ为系统

实参数，且满足ａ＞０，ｂ＞０，ａ＋ｃ＞０．目前混沌

系统的研究主要集中于一些已知特性的数值仿

真，意在刻画混沌系统的初值敏感性及其对参

数微小变动的敏感性，但是混沌系统一些隐含

的性质却很难被发现．比如，在该系统中，初始

值的选择不同将导致不同的动力学行为，实际

上就是吸引子共存现象的一种情况．因此，揭示

新混沌系统的复杂动力学行为，依然是目前该

领域研究的热点和重点．

笔者利用数值计算软件 Ｍａｔｌａｂ中的 Ｓｉｍｕ

ｌｉｎｋ模块搭建系统①的模型见图１．

当ａ＝ｂ，ｂ＝２０，ｃ＝－４，初值取 ｘ０＝ｙ０＝
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图１　系统①的Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ模型

Ｆｉｇ．１　Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋｍｏｄｅｌｏｆｓｙｓｔｅｍ①

ｚ０＝０．１时，利用Ｗｏｌｆ方法计算得到系统的３个
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分别为 ＬＥ１＝０．４７３１，ＬＥ２＝０，
ＬＥ３＝－７．４７１，其中最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大于０，
意味着轨线上相邻点最终要分离，对应于轨线

的局部不稳定因素；Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数小于０，意味
着相邻点最终要靠拢成一点，对应于轨线的整

体稳定因素．这两种因素导致局部发散和整体
收缩，即不断来回拉伸和折叠，形成吸引子．
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０在形成混沌吸引子的机理上
也有重要作用．因为系统虽然总是随时间在变
化，但沿着时间这个方向，不存在拉伸和压缩的

问题．因此存在一个正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，说明
系统处于混沌状态．由Ｙｏｒｋｅ公式，经简单计算
可以得到 Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数 ＤＬ＝２．０６３．其分数维
进一步表明系统①存在混沌吸引子，其轨线的
三维相图如图２所示，各个变量随时间演化的
时序波形图如图３所示．

混沌系统的一个重要特征是，如果初值发

生细微变化，系统的动力学行为会发生显著变

化，这种现象表明混沌系统具有初值敏感性．从
混沌机理上分析，对时间连续的非线性动力学

系统要产生混沌吸引子，需要至少存在两种非

线性运动模态，并在其间进行非周期性地转换，

即存在Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大于０和等于０，以及总

和小于０的物理要求，这也正是扩张、发散运动

和折叠、收缩运动的完美统一．图４所示为初值

相差极小，取 ｘ０－ｘ′０＝０．００００１的时序图形，

即初值敏感时序图．由图４可以明显看出，在初

始值相差极小的情况下，时间 ｔ不到３０ｓ就产

生了明显的差别．

从图５所示Ｐｏｉｎｃａｒé映射图可以看出系统

处于什么状态，孤立的点表示周期性运动，而具

有分形结构的点或密集点则表示系统处于混沌

图２　系统①的轨线三维相图

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｓｙｓｔｅｍ①

图３　变量随时间演化的时序波形图

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｗａｖｅｆｏｒｍｄｉａｇｒａｍ

图４　初值敏感时序图

Ｆｉｇ．４　Ｗａｖｅｆｏｒｍｄｉａｇｒａｍｏｆｓｅｎｓｉｔｉｖｅｔｏｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ
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或超混沌状态．由于混沌系统能够产生具有连

续宽谱和伪随机特性的序列，且能够被控制和

同步，因此利用宽谱和伪随机特性，混沌序列在

信息工程中的应用越来越广泛．

２　混沌电路的模块化构建与仿真

为了验证系统①的混沌特性，基于 Ｍｕｌｔｉ

ｓｉｍ平台，运用模块化思想设计了一个模拟自

激振荡电路，如图６所示．该电路由模块化的积

分器、反相加法器、反相器和乘法器构成，这些

模块可以分别实现系统中的求导、加减、负号和

乘积运算．该自激振荡电路所采用的集成运算

放大器为 ＴＬ０８２ＣＤ，乘法器为 ＡＤ６３３（图中采

取电压增益为１０Ｖ／Ｖ，为了使电路简洁采取了

常用的简化符号），为了保证集成运算放大器

正常工作，将电源电压限定为［－１２Ｖ，＋１２Ｖ］．

由于原微分方程的解超出这一范围，所以需要

进行相应的变量比例压缩变换，其变量比例压

缩系数为 １／１０．为方便确定电路中的具体参

数，列出如下电路状态方程：

ｘ＝－ － １Ｒ３Ｃ０
Ｒ２
Ｒ１
ｙ＋ １Ｒ４Ｃ０( )ｘ

ｙ＝－ － １
１０Ｒ５Ｃ１

Ｒ１１
Ｒ１０
ｘｚ＋ ｘ
Ｒ６Ｃ１( )ｙ

ｚ＝－ －２ １
Ｒ７Ｃ２

＋ １
１０Ｒ８Ｃ２

ｘｙ＋ １Ｒ９Ｃ２( )













 ｘ

　　取电路元件参数为

Ｃ０＝Ｃ１＝Ｃ２＝１００ｎＦ

Ｒ１＝Ｒ２＝Ｒ１０＝Ｒ１１＝１０ｋΩ
Ｒ３＝Ｒ４＝２０ｋΩ

Ｒ５＝Ｒ６＝Ｒ７＝Ｒ８＝Ｒ９＝１００ｋΩ
在常数项取 ｂ＝０，即信号源为 －２Ｖ的条

件下，模拟相图如图７所示．根据参数 ｂ的变

化，电路仿真实验中观测示波器上的相图与计

算机数值模拟结果非常接近，说明该模拟自激

振荡电路是可行的．但是由于计算机数值模拟

对于参数ｂ的变化范围较大，在模拟电路中会

超出电路元件线性变化范围，出现失真的情况，

所以，应结合实际电路元件在有限的范围内调

节参数ｂ的取值．

３　结语

本文基于一个新的三维二次混沌系统，利

用数值仿真方法分析了其部分动力学特性．为

了验证该系统的混沌行为，设计了一个模块化

模拟电子自激振荡电路并进行了Ｍｕｌｔｉｓｉｍ仿真

实验，给出了具体参数下的电路实验相图，实验

结果与Ｍａｔｌａｂ数值仿真结论基本一致．由于该

系统的数学结构相对简单，且具有复杂的动力

学特性，可直接应用于模拟混沌序列的信息工

程领域．如果对其进行离散化处理，也可应用于

数字加密和通信中．

图５　Ｐｏｉｎｃａｒé映射图

Ｆｉｇ．５　Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｐｉｎｇｄｉａｇｒａｍ
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图６　模拟自激振荡电路原理图

Ｆｉｇ．６　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｃｉｒｃｕｉｔｄｉａｇｒａｍｏｆａｎａｌｏｇ

ｓｅｌｆｅｘｃｉｔｅｄｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｃｉｒｃｕｉｔ

参考文献：

［１］　ＬＯＲＥＮＺＥＮ．Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃｎｏｎｐｅｒｉｏｄｓｆｌｏｗｓ
［Ｊ］．ＪＡｔｏｍｓＳｃｉ，１９６３，２０（２）：１３０．

［２］　ＣＨＥＮＧＲ，ＵＥＴＡＴ．Ｙｅｔａｎｏｔｈｅｒｃｈａｏｔｉｃａｔ
ｔｒａｃｔｏｒ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
ａｎｄＣｈａｏｓ，１９９９，９（７）：１４６５．

［３］　ＬＪＨ，ＣＨＥＮＧＲ．Ａｎｅｗｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ
ｃｏｉｎｅｄ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
ａｎｄＣｈａｏｓ，２００２，１２（３）：６５９．

［４］　ＬＩＵＣＸ，ＬＩＵＴ，ＬＩＵＬ，ｅｔａｌ．Ａｎｅｗｃｈａｏｔｉｃａｔ
ｔｒａｃｔｏｒＣｈａｏｓ［Ｊ］．ＣｈａｏｓＳｏｌｉｔｏｎｓａｎｄＦｒａｃｔａｌｓ，
２００４（２２）：１０３１．

［５］　ＬＩＵＣＸ，ＬＩＵＬ，ＬＩＵＴ，ｅｔａｌ．Ａｎｅｗｂｕｔｔｅｒｆｌｙ
ｓｈａｐｅｄａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆＬｏｒｅｎｚｌｉｋｅｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．Ｃｈａ
ｏｓ，ＳｏｌｉｔｏｎｓａｎｄＦｒａｃｔａｌｓ，２００６（２８）：１１９７．

［６］　ＬＩＵＣＸ，ＬＩＵＬ，ＬＩＵＴａｏ．Ａｎｏｖｅｌｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎ
ｓｉｏｎａｌａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｃｈａｏｓｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．Ｃｈａｏｓ，
ＳｏｌｉｔｏｎｓａｎｄＦｒａｃｔａｌｓ，２００９（３９）：１９５０．

［７］　ＬＩＵＣＸ．Ａｎｏｖｅａｌｃｈａｏｔｉｃｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ
［Ｊ］．ＦａｒＥａｓｔＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓ，
２００６，８（１）：５１．

［８］　ＴＩＧＡＮＧＨ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ
ｄｅｒｉｖｅｄｆｒｏｍｔｈｅＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＳｃｉＢｕｌｌ

图７　电路实验模拟相图
Ｆｉｇ．７　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｃｉｒｃｕｉｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ＰｏｌｉｔｅｈｎｉｃａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｉｍｉｓｏａｒａ，２００５，５０
（６４）：６１．

［９］　唐良瑞，李静，樊冰，等．新三维混沌系统及其
电路仿真［Ｊ］．物理学报，２００９，５８（２）：７８５．

［１０］高智中，韩新风，章毛连．一个新的四维超混
沌系统及其电路仿真［Ｊ］．东北师范大学学
报：自然科学版，２０１２，４４（１）：７７．

［１１］张转周，陕振沛，刘衍民．新三维非线性系统
的动力学分析［Ｊ］．应用数学与力学，２０１３，３４
（１２）：１３２１．

［１２］尹社会，李德雪，张勇．新三维非线性系统的
全局动力学研究［Ｊ］．甘肃科学学报，２０１５，２７
（４）：８７．

·７９·


