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摘要：在考虑Ｍａｒｋｏｖｍｏｄｕｌａｔｅｄ风险模型分红约束和交易费用的基础上，以股东
的折现分红减去折现注资之差的期望值最大为目标，讨论了模型的最优分红和

注资策略问题．由随机控制理论建立ＨＪＢ方程，得到相应的最优策略为 Ｔｈｒｅｓｈ
ｏｌｄ策略．
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ｄｉｓｃｏｕｎｔｅｄｃａｐｉｔａｌｉｎｊｅｃｔｉｏｎｓａｓｔｈｅｇｏａｌ，ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｄｉｖｉｄｅｎｄｓａｎｄｃａｐｉｔａｌｉｎｊｅｃｔｉｏｎｓｓｔｒａｔｅｇｙｗａｓｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．Ｂｙ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｃｏｎｔｒｏｌｔｈｅｏｒｙａｎｄｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉＢｅｌｌｍａｎｅｑｕａｔｉｏｎ，ｉｔｗａｓｄｅｒｉｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｂｅｓｔ
ｓｔｒａｔｅｇｙｗａｓＴｈｒｅｓｈｏｌｄｓｔｒａｔｅｇｙ．

０　引言

Ｍａｒｋｏｖｍｏｄｕｌａｔｅｄ风险模型是针对随机环

境下的风险而建立的，是经典风险模型的推广．

很多文献从不同角度对此模型进行了讨论，文

献［１－４］研究了马氏环境下风险模型的破产

问题，文献［５－８］在原有基础上对模型进行了

推广，讨论了带扩散、带收税、带投资、保费率交

替变化的马氏调制风险模型．文献［９－１２］研

究了马氏调制风险模型的最优分红、再保险等

相关问题．受以上文献启发，本文拟讨论带分红

约束的Ｍａｒｋｏｖｍｏｄｕｌａｔｅｄ风险模型的最优分红

和注资策略问题，以期为保险公司的分红和注

资提供相应的理论指导．

１　模型构建

定义｛Ｊ（ｔ）；ｔ≥０｝是一个齐次的、不可约

的、周期的、具有有限状态空间 Ｓ＝｛１，２，…，

ｍ｝的外部马尔可夫过程，其密度矩阵 Ｑｉｊ ＝

（ｑｉｊ）
ｍ
ｉ，ｊ＝１，其中ｑｉｊ＝－ｑｉ＝－∑

ｉ≠ｊ
ｑｉｊ，ｉ∈Ｓ．记其

唯一平稳概率分布为π＝（π１，π２，…，πｍ），若

记｛Ｗｎ｝ｎ≥０表示环境过程发生第ｎ次转移的时

间｛Ｗ０｝＝０，则内嵌的马尔可夫链｛ＪＷｎ｝ｎ≥０的

转移概率矩阵为

Ｐ＝（ｐｉｊ）
ｍ
ｉ，ｊ＝１

其中

ｐｉｊ＝
ｑｉｊ
ｑｉ
ｉ≠ｊ

０
{

ｉ＝ｊ

　　ｉ，ｊ∈Ｓ

则对于所有ｎ≥０，ｓ∈Ｒ＋及ｉ∈Ｓ下式成立：

Ｐ［Ｗｎ＋１－Ｗｎ≤ｓ，ＪＷｎ＋１ ＝ｊＪＷｎ ＝ｉ］＝

（１－ｅ－ｑｉｓ）ｐｉｊ
给定Ｊｔ＝ｉ，对应的索赔次数｛Ｎ

ｉ
ｔ｝ｔ≥０服从

强度为λｉ的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，分布函数为Ｇｉ，均值

为μｉ，第ｎ次索赔总额和到达时刻分别记为 Ｙｎ
和Ｔｎ（Ｙ０ ＝０，Ｔ０ ＝０），假设｛Ｙｎ｝ｎ∈Ｎ和｛Ｔｎ－

Ｔｎ－１｝ｎ∈Ｎ 相互独 立．过 程 ｛Ｎｔ｝ｔ≥０ 被 称 为

Ｍａｒｋｏｖｍｏｄｕｌａｔｅｄ泊松风险模型，它是一类特

殊的Ｃｏｘ过程，可以看作参数受外部环境过程

｛Ｊ（ｔ）；ｔ≥０｝控制的 Ｐｏｉｓｓｏｎ过程．其中 Ｎｔ＝

∑
ｉ∈Ｓ
∫
ｔ

０
Ｉ｛Ｊｓ＝ｊ｝ｄＮ

ｉ
ｓ．

设初始资金为 ｘ，相应的盈余过程可描

述为

Ｘｔ＝ｘ＋Ｃｔ－∑
Ｎｔ

ｎ＝１
Ｙｎ　　ｔ≥０

其中，Ｃｔ＝∫
ｔ

０
ｃＪｓｄｓ＝∑

ｉ∈Ｓ
∫
ｔ

０
Ｉ｛Ｊｓ＝ｉ｝ｃｉｄｓ．

假设所有随机变量和随机过程都是定义在

概率空间（Ω，Ｆ，｛Ｆ｝ｔ≥０，Ｐ），其中｛Ｆ｝ｔ≥０是由

｛（Ｘｔ，Ｊｔ）｝ｔ≥０产生的最小右连续滤子，则｛（Ｘｔ，

Ｊｔ）｝ｔ≥０是一个齐次逐段马尔科夫过程．

在原模型基础上引入策略｛（Ｄｔ，Ｚｔ）｝，其

中｛Ｄｔ｝为从０时刻到ｔ时刻的累积分红，｛Ｚｔ｝

为从０时刻到ｔ时刻的累积注资．一个策略若满

足以下两个条件，则称为可行策略：

１）｛Ｄｔ｝是右连左极的，增的适应的过程，

且满足Ｄ０－ ＝０；

２）｛Ｚｔ｝是左连右极的，增的适应的过程，

且满足Ｚ０ ＝０．

则盈余过程转化为

Ｘ（Ｄ，Ｚ）ｔ ＝Ｘｔ－Ｄｔ＋Ｚｔ　　Ｘ
（Ｄ，Ｚ）
０ ＝ｘ

策略（Ｄ，Ｚ）＝｛（Ｄｔ，Ｚｔ）｝ｔ≥０的值定义为
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ＶＤ，Ｚ（ｘ）＝Ｅｘ β∫
Ｔπ

０－
ｅ－δｔｄＤｔ－φ∫

Ｔπ

０－
ｅ－δｔｄ[ ]Ｚ

其中，分红交易费用的比例因子 β＜１，折扣因

子δ＞０，罚金因子φ＞１．我们的目标是最大化

ＶＤ，Ｚ（ｘ）， 故 定 义 值 函 数 为 Ｖ（ｘ） ＝

ｓｕｐ
（Ｄ，Ｚ）∈Ｓ（ｘ，ｔ）

Ｖ（Ｄ，Ｚ）（ｘ，ｉ）．

这里我们考虑有约束的分红策略，即假设

分红率为Ｕｔ，且Ｄｔ＝∫
ｔ

０
Ｕｓｄｓ，０≤Ｕｔ≤ｕ０＜∞，

Ｕｔ表示策略｛Ｕｔ｝，则

ＶＵ（ｘ，ｉ）＝Ｅ（ｘ，ｉ） β∫
∞

０
ｅ－δｔＵｔｄｔ－φ∫

∞

０－
ｅ－δｔｄＺ[ ]ｔ

那么最大化值函数的目标即为 Ｖ（ｘ，ｉ）＝

ｓｕｐ
Ｕ∈Ｓ（ｘ，ｉ）

ＶＵ（ｘ，ｉ）．

２　值函数的性质与ＨＪＢ方程

引理１　对所有 ｉ∈ Ｓ，值函数 Ｖ（ｘ，ｉ）是

凹的．

引理２　 在任意分红策略下，值函数的下

界为 －φ珔λ珔μ／δ．其中珔λ表示ｍａｘ
ｉ∈Ｓ
λｉ，珔μ表示ｍａｘｉ∈Ｓμｉ．

引理３　 对所有 ｉ∈ Ｓ，Ｖ（·，ｉ）上是有界

的、增的、Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的函数．

引理４　矩阵δＩ－Ｑ是可逆的．

定理１　对所有ｉ∈Ｓ，函数Ｖ（·，ｉ）在［０，

＋∞）上几乎处处可微，由左右可导得到 ＨＪＢ

方程：

ｓｕｐ
０≤ｕ≤ｕ０

｛（ｃｉ－ｕ）Ｖ′（ｘ，ｉ）＋βｕ－

（λｉ＋δ）Ｖ（ｘ，ｉ）＋λｉ∫
∞

０
Ｖ（ｘ－ｙ，ｉ）ｄＧｉ（ｙ）＋

∑
ｊ∈Ｓ
ｑｉｊＶ（ｘ，ｊ）｝＝０ ①

现令

ｕ（ｘ，ｉ）＝

０ 若Ｖ′（ｘ）＞β
ｍｉｎ［ｃｉ，ｕ０］ 若Ｖ′（ｘ）＝β

ｕ０ 若Ｖ′（ｘ）＜
{

β

②

则受策略｛Ｕｔ｝＝｛ｕ（Ｘ
Ｕ
ｔ，Ｊｔ）｝控制的盈余过程

转化为

ＸＵｔ ＝ｘ＋∫
ｔ

０
（ｃＪｓ －Ｕｓ）ｄｓ－∑

Ｎｔ

ｎ＝１
Ｙｎ＋Ｚｔ＝

ｘ＋∫
ｔ

０
（ｃＪＳＩ｛ＸＵＳ－＜ｂＪｓ｝＋（ｃＪｓ－ｕ０）Ｉ｛ＸＵＳ－≥ｂＪｓ｝）ｄｓ－

∑
Ｎｔ

ｎ＝１
Ｙｎ＋Ｚｔ

３　最优策略

引理５　对于ｉ∈Ｓ，令ｆ（ｘ，ｉ）是增的、有界

的，是ＨＪＢ方程的正解，则对任意一个可行策略

Ｕ，过程

｛ｆ（ＸＵｔ，Ｊｔ）ｅ
－δｔ－ｆ（ＸＵ０，Ｊ０）－φ∫

ｔ

０
ｅ－δｓｄＺｓ－

∫
ｔ

０
［（ｃＪｓ －Ｕｓ）ｆ′（Ｘ

Ｕ
ｓ，Ｊｓ）－（λＪｓ ＋δ）ｆ（Ｘ

Ｕ
ｓ，Ｊｓ）＋

λＪｓ∫
∞

０
ｆ（ＸＵｓ －ｙ，Ｊｓ）ｄＧＪｓ（ｙ）＋

∑
ｊ∈Ｓ
ｑＪＳｊｆ（Ｘ

Ｕ
ｓ，ｊ）］ｅ

－δｓｄｓ｝

是一个鞅．

定理２　对于ｉ∈Ｓ，设ｆ（ｘ，ｉ）是增的、有界

的，是ＨＪＢ方程的正解，那么ｆ（ｘ，ｉ）＝Ｖ（ｘ，ｉ），

最优策略由②给出，为Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ策略．

证明　因令ｆ（ｘ，ｉ）有界，假设ｆ（ｘ，ｉ）收敛

到ｆ（∞，ｉ）＜∞，令ｘｎ是一列点使得ｆ′（ｘｎ，ｉ）→
０，令ｕｎ ＝ｕ（ｘｎ，ｉ）．从最优策略的定义可以假

设ｕｕ ＝ｕ０．令ｎ→∞，则①式变为

０＝（ｃｉ－ｕ０）ｆ′（ｘｎ，ｉ）＋λ［ｆ（ｘｎ－

ｙ，ｉ）ｄＧｉ（ｙ）－ｆ（ｘｎ，ｉ）］＋∑
ｊ∈Ｓ，ｊ≠ｉ
ｑｉｊｆ（ｘｎ，ｊ）＋

（ｑｉｊ－δ）ｆ（ｘｎ，ｉ）＋βｕ０
ｎ→
→
∞ ∑

ｊ∈Ｓ，ｊ≠ｉ
ｑｉｊｆ（∞，ｊ）＋

（ｑｉｊ－δ）ｆ（∞，ｉ）＋βｕ０
记ｆ（∞）＝（ｆ（∞，１）…，ｆ（∞，ｍ））Ｔ．那么

ｆ（∞）是（δＩ－Ｑ）ｆ（∞）＝ｕ０ｅ的一个解．

令由式②给出策略为Ｕ，则相应的Ｚ ＝

ＺＵ


，由引理５可得

｛ｆ（ＸＵｔ，Ｊｔ）ｅ
－δｔ－ｆ（ｘ，ｉ）＋

β∫
ｔ

０
ｅ－δｓＵｓｄｓ－φ∫

ｔ

０
ｅ－δｓｄＺｓ｝
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是一个期望为０的鞅，所以

ｆ（ｘ，ｉ）＝Ｅ（ｘ，ｉ）［ｆ（Ｘ
Ｕ

ｔ，Ｊｔ）ｅ
－δｔ＋

β∫
ｔ

０
ｅ－δｓＵｓｄｓ－φ∫

ｔ

０
ｅ－δｓｄＺｓ］

又因 ｆ是有界的，由有界收敛定理可知

Ｅ（ｘ，ｉ）［ｆ（Ｘ
Ｕ

ｔ，Ｊｔ）ｅ
－δｔ］→０（ｔ→∞）成立．另其他

项单调，将积分与极限运算交换顺序，得到ｆ（ｘ，

ｉ）＝ＶＵ


（ｘ，ｉ），对任意策略Ｕ，由ＨＪＢ方程可知

ｆ（ｘ，ｉ）≥Ｅ（ｘ，ｉ）［ｆ（Ｘ
Ｕ
ｔ，Ｊｔ）ｅ

－δｔ＋

β∫
ｔ

０
ｅ－δｓＵｓｄｓ－φ∫

ｔ

０
ｅ－δｓｄＺｓ］≥

Ｅ（ｘ，ｉ）［β∫
ｔ

０
ｅ－δｓＵｓｄｓ－φ∫

ｔ

０
ｅ－δｓｄＺｓ］

当ｔ→∞时，ｆ（ｘ，ｉ）≥ＶＵ（ｘ，ｉ），即得ｆ（ｘ，

ｉ）＝Ｖ（ｘ，ｉ）．

综上所述，如果在 ｔ时刻的环境过程的状

态为ｉ，则对股东而言最优策略是当盈余小于分

红限ｂ时，不需要对其采取分红和注资；当过程

到达或超过了分红限 ｂ时，则以最大分红率 ｕ０
对股东进行分红．

４　结语

本文针对 Ｍａｒｋｏｖｍｏｄｕｌａｔｅｄ风险模型的最

优分红和注资策略进行了研究，考虑在分红约

束和交易费用的情况下，利用随机控制理论求

解出最优策略为Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ策略，为相关理论的

研究奠定了一定的理论基础．
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