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摘要：基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和分数阶微积分的相关理论，研究了一类分数
阶系统的有限时间混沌同步，得到了主从系统有限时间快速同步的两个充分条

件．数值仿真结果证明了该方法的有效性．
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０　引言

最近２０年来，分数阶混沌系统逐步成为研

究的热点［１－６］，现实应用中，混沌系统在有限时

间内达到快速同步更具实际意义和挑战性．辛

道义等［７］研究了一类非线性系统的有限时间稳

定性问题；杨仁明等［８］研究了一类非线性时滞

系统的有限时间稳定性；李洁等［９］研究了混沌

系统的快速收敛有限时间滑模自适应控制问

题；Ｐ．Ａ．Ｍｏｈａｍｍａｄ［１０］研究了一类分数阶不确
定系统的有限时间鲁棒混沌同步问题，给出了

控制律的设计和实现快速同步的条件；毛北行

等［１１－１２］研究了一类复杂网络系统的有限时间

混沌同步问题和一类具有非线性耦合的复杂网

络混沌系统的有限时间混沌同步问题．但上述
文献研究的都是整数阶混沌系统，有关分数阶

混沌系统的有限时间混沌同步问题研究较少．
鉴于此，本文拟研究一类分数阶混沌系统的有

限时间混沌同步，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和
分数阶微积分的相关理论，证明主从系统有限

时间快速同步的两个充分条件，并用数值仿真

验证方法的有效性．

１　分数阶混沌系统的有限时间同步

定义１［１３］　Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义为

ｃＤαｔ０，ｔ＝Ｄ
－（ｎ－α）
ｔ０，ｔ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）ｎ－α－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ

ｎ－１＜α＜ｎ∈Ｚ＋

研究如下分数阶混沌系统：

Ｄαｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋ｆ（ｘ（ｔ），ｔ） ①
其中，α∈（０，１），ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）是一般的非线性函

数，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ为系统状态，将上述系统作为主

系统，从系统设计为

Ｄαｙ（ｔ）＝Ａｙ（ｔ）＋ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）＋ｕ（ｔ） ②
其中，ｕ（ｔ）为控制输入．定义误差变量 ｅ（ｔ）＝

ｙ（ｔ）－ｘ（ｔ），②式减去①式得到误差系统方程

Ｄαｅ（ｔ）＝Ａｅ（ｔ）＋ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－

ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）＋ｕ（ｔ） ③
引理１［１４］　ｘｉ∈Ｒ，ｉ＝１，２，…，ｎ，０＜ｐ≤

１为实数，则下述不等式成立：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ( )
ｉ

ｐ≤∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ）

ｐ

定理１　设

ｕ（ｔ）＝－Ａｅ（ｔ）＋ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）－ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－

Ｄα－１［ｋｅ（ｔ）＋ｌｅ（ｔ）μｓｇｎ（ｅ（ｔ））］

则误差系统③ 的轨迹将在有限时间 Ｔ内收敛

至坐标原点，其中

Ｔ≤ １
ρ（１－μ）

ｌｎρ‖ｅ（０）‖
１－μ
１ ＋ｖ( )ｖ

证 明 　 设 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函 数 Ｖ（ｔ） ＝

‖ｅ（ｔ）‖１，求导得

Ｖ＝ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））ｅ（ｔ）＝

ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））Ｄ１－α（Ｄαｅ（ｔ））＝

ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））Ｄ１－α［Ａｅ（ｔ）＋ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－

ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）＋ｕ（ｔ）］≤
－ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））Ｄ１－α［Ｄα－１［ｋｅ（ｔ）＋

ｌｅ（ｔ）μｓｇｎ（ｅ（ｔ））］］

因为ｅ（ｔ）≠０时，ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））ｓｇｎ（ｅ（ｔ））＝

１，故有
Ｖ≤（ｋｅ（ｔ）＋ｌｅ（ｔ）μ）Ｖ≤

－ ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｋｉｅｉ ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ｌｉｅｉ( )μ

由引理１得到
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Ｖ≤－ ρ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ ＋ｖ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅ( )
ｉ

( )μ ＝

－ρ‖ｅ（ｔ）‖１－ｖ‖ｅ（ｔ）‖μ
１≤－ρ‖ｅ（ｔ）‖１

其 中，ρ ＝ ｍｉｎ｛ｋｉ（ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）｝，ｖ ＝

ｍｉｎ｛ｌｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）｝．

由上述不等式得到

Ｖ（ｔ）＝
ｄ‖ｅ（ｔ）‖１

ｄｔ ≤

－ρ‖ｅ（ｔ）‖１－ｖ‖ｅ（ｔ）‖μ
１

故有

ｄｔ≤
－ｄ‖ｅ（ｔ）‖１

ρ‖ｅ（ｔ）‖１＋ｖ‖ｅ（ｔ）‖μ
１

＝

－
‖ｅ（ｔ）‖－μ

１·ｄ‖ｅ（ｔ）‖１

ρ‖ｅ（ｔ）‖１－μ
１ ＋ｖ

＝

－ １
１－μ

ｄ‖ｅ（ｔ）‖１－μ
１

ρ‖ｅ（ｔ）‖１－μ
１ ＋ｖ

④

对④式两边从０到Ｔ积分，ｅ（Ｔ）＝０，Ｔ＝

ｍａｘ｛ｔｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）｝，得

Ｔ≤－ １
１－μ∫

ｅ（Ｔ）

ｅ（０）

ｄ‖ｅ（ｔ）‖１－μ
１

ρ‖ｅ（ｔ）‖１－μ
１ ＋ｖ

＝

－ １
ρ（１－μ）

ｌｎ［ρ‖ｅ（ｔ）‖１－μ
１ ＋ｖ］ ｅ（Ｔ）

ｅ（０）＝

１
ρ（１－μ）

ｌｎρ‖ｅ（０）‖
１－μ
１ ＋ｖ( )ｖ

证毕．

２　 分数阶不确定混沌系统的有限时
间同步

　　以下研究分数阶不确定混沌系统：

Ｄαｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）＋Δｆ（ｘ（ｔ），ｔ）

⑤

将系统⑤作为主系统，设计从系统为

Ｄαｙ（ｔ）＝

Ａｙ（ｔ）＋ｆ（ｙ（ｔ））＋Δｆ（ｙ（ｔ），ｔ）＋ｕ（ｔ）

得到误差系统方程为

Ｄαｅ（ｔ）＝Ａｅ（ｔ）＋ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）＋

Δ（ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－ｆ（ｘ（ｔ），ｔ））＋ｕ（ｔ） ⑥

假设 １　‖Ｄ１－α（Δｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－Δｆ（ｘ（ｔ），

ｔ））‖≤γ，其中γ为 ＞０的常数．

定理２　设

ｕ（ｔ）＝－Ａｅ（ｔ）＋ｆ（ｘ（ｔ））－ｆ（ｙ（ｔ））－

Ｄα－１［ｋｅ（ｔ）＋（γ＋ｌｅ（ｔ）μ）ｓｇｎ（ｅ（ｔ））］

则误差系统⑥ 的轨迹将在有限时间 Ｔ内收敛

至坐标原点，其中

Ｔ≤ １
ρ（１－μ）

ｌｎρ‖ｅ（０）‖
１－μ
１ ＋ｖ( )ｖ

证 明 　 设 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函 数 Ｖ（ｔ） ＝

‖ｅ（ｔ）‖１，求导得

Ｖ＝ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））ｅ（ｔ）＝

ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））Ｄ１－α（Ｄαｅ（ｔ））＝

ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））Ｄ１－α［Ａｅ（ｔ）＋ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－

ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）＋Δ（ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－

ｆ（ｘ（ｔ），ｔ））＋ｕ（ｔ）］≤
ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））γ－ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））Ｄ１－α［Ｄα－１［ｋｅ（ｔ）＋

（γ＋ｌｅ（ｔ）μ）ｓｇｎ（ｅ（ｔ））］］

因为ｅ（ｔ）≠０时，ｓｇｎＴ（ｅ（ｔ））ｓｇｎ（ｅ（ｔ））＝

１，故有
Ｖ≤－（ｋｅ（ｔ）＋ｌｅ（ｔ）μ）Ｖ≤

－ ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｋｉｅｉ ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ｌｉｅｉ( )μ

由引理１可得

Ｖ≤－ ρ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ ＋ｖ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅ( )
ｉ

( )μ ＝

－ρ‖ｅ（ｔ）‖１－ｖ‖ｅ（ｔ）‖μ
１≤－ρ‖ｅ（ｔ）‖１

其 中，ρ ＝ ｍｉｎ｛ｋｉ（ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）｝，ｖ ＝

ｍｉｎ｛ｌｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）｝．

以下证明同定理１，略．

３　数值仿真

以分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统为例：

Ｄαｔｘ１ ＝ａ（ｘ２－ｘ１）

Ｄαｔｘ２ ＝ｂｘ１－ｘ１ｘ３－ｘ２

Ｄαｔｘ３ ＝ｘ１ｘ２－ｃｘ
{

３
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Ｄαｔｙ１ ＝ａ（ｙ２－ｙ１）＋ｕ１

Ｄαｔｙ２ ＝ｂｙ１－ｙ１ｙ３－ｙ２＋ｕ２

Ｄαｔｙ３ ＝ｙ１ｙ２－ｃｙ３＋ｕ
{

３

其误差方程为

Ｄαｔｅ１ ＝ａ（ｅ２－ｅ１）＋ｕ１

Ｄαｔｅ２ ＝ｂｅ１－ｙ１ｙ３＋ｘ１ｘ３－ｅ２＋ｕ２

Ｄαｔｅ３ ＝ｙ１ｙ２－ｘ１ｘ２－ｃｅ３＋ｕ
{

３

其中，ａ，ｂ，ｃ为参数，当α＝０．９３，ａ＝１０，

ｂ＝２８，ｃ＝８／３时系统呈现混沌态．

Ａ＝
－１０ １０ ０

２８ －１ ０

０ ０ －８／









３

ｆ（ｘ）＝

０

－ｘ１ｘ３
ｘ１ｘ











２

　　ｆ（ｙ）＝

０

－ｙ１ｙ３
ｙ１ｙ











２

依据定理１设计控制器

ｕ（ｔ）＝－Ａｅ（ｔ）＋ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）－ｆ（ｙ（ｔ），ｔ）－

Ｄα－１［ｋｅ（ｔ）＋ｌｅ（ｔ）μｓｇｎ（ｅ（ｔ））］

其中，ｌ＝１．５，ｋ＝１．５，γ＝０．５，μ＝０．９５，初始

状态值（ｅ１（０），ｅ２（０），ｅ３（０））＝（２，１，１），系统

误差如图１所示．

定理２以如下系统为例：

Ｄαｔｘ１ ＝ａ（ｘ２－ｘ１）＋Δｆ１

Ｄαｔｘ２ ＝ｂｘ１－ｘ１ｘ３－ｘ２＋Δｆ２

Ｄαｔｘ３ ＝ｘ１ｘ２－ｃｘ３＋Δｆ
{

３

Ｄαｔｙ１ ＝ａ（ｙ２－ｙ１）＋Δｆ１＋ｕ１

Ｄαｔｙ２ ＝ｂｙ１－ｙ１ｙ３－ｙ２＋Δｆ２＋ｕ２

Ｄαｔｙ３ ＝ｙ１ｙ２－ｃｙ３＋Δｆ３＋ｕ
{

３

其误差方程为

Ｄαｔｅ１ ＝ａ（ｅ２－ｅ１）＋Δｆ（ｙ１）－Δｆ（ｘ１）＋ｕ１

Ｄαｔｅ２ ＝ｂｅ１－ｙ１ｙ３＋ｘ１ｘ３－ｅ２＋Δｆ２（ｙ２）－Δｆ２（ｘ２）＋ｕ２

Ｄαｔｅ３ ＝ｙ１ｙ２－ｘ１ｘ２－ｃｅ３＋Δｆ３（ｙ３）－Δｆ３（ｘ３）＋ｕ
{

３

其中，Δｆ１ ＝－０．１ｓｉｎ（４ｔ）ｘ１，Δｆ２ ＝０．１·

ｓｉｎ（３ｔ）ｘ２，Δｆ３ ＝０．１５ｓｉｎ（ｔ）ｘ３．

依据定理２设计控制器

ｕ（ｔ）＝－Ａｅ（ｔ）＋ｆ（ｘ（ｔ））－ｆ（ｙ（ｔ））－

Ｄα－１［ｋｅ（ｔ）＋（γ＋ｌｅ（ｔ）μ）ｓｇｎ（ｅ（ｔ））］

其中，ｌ＝２，ｋ＝２，γ＝０．５，μ＝０．９５，（ｅ１（０），

ｅ２（０），ｅ３（０））＝（１，１，２），系统误差如图 ２

所示．

图１　定理１中的系统误差

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｏｒｅｍ１

图２　定理２中的系统误差

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｏｒｅｍ２

从图１和图２可以看出，初始时刻系统的

误差变量距离原点较远，随时间变化逐渐趋于

一致，且逐渐趋近于坐标原点，表明主从系统取

得了混沌同步．由图１可知，当ｔ＞０．２００ｓ，系统

误差曲线逐渐趋近于坐标原点；由图２可知，当

ｔ＞０．２７５ｓ，系统误差曲线逐渐趋近于坐标原

点，表明两个误差系统都在有限时间内取得同

·３０１·
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步．因为定理２中的系统较定理１中的系统更

复杂，因此对应的误差系统取得同步所需时间

更长．

４　结语

本文研究了一类分数阶混沌系统的有限时

间混沌同步，得到了系统取得快速同步的条件．

数值仿真结果表明，该条件下分数阶混沌系统

能够实现快速同步．分数阶混沌系统的有限时

间滑模控制是进一步需要研究的问题．
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