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摘要：使用非扩张半群隐式和显式黏滞迭代算法，在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中建立了非扩
张半群的公共不动点集与具有强单调映象的变分不等式解集的公共元素的强

收敛定理，从而推广和改进了相关文献中的结果．
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变分不等式理论被广泛应用于运筹学与控制论、非线性规划、数理统计、优化理论、工程技术、

经济模型等各个领域，而黏滞迭代也已被广泛用于非扩张映象不动点与变分不等式问题公共元素

的求解方面．为了寻找非空凸子集上非扩张映象的不动点集与强单调映射变分不等式解集的公共

元素，本文拟考虑更为一般的非扩张半群隐式和显式黏滞迭代算法，在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中建立非扩张

半群的公共不动点集与具有强单调映象的变分不等式解集的公共元素的强收敛定理．

１　预备知识

设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其内积和范数分别表示为〈·，·〉和‖·‖，Ｃ为Ｈ的非空闭凸子集，用

ＰＣ表示Ｈ到Ｃ上的度量投影．ｘ，ｙ∈Ｈ，ＰＣ满足

‖ＰＣｘ－ＰＣｙ‖
２≤〈ｘ－ｙ，ＰＣｘ－ＰＣｙ〉 ①

从而ＰＣ是非扩张的，而且ＰＣｘ∈Ｃ有如下性质：〈ｘ－ＰＣｘ，ＰＣｘ－ｚ〉≥０，ｚ∈Ｃ．

设ＡＣ→Ｈ是非线性映象．经典的变分不等式问题是寻求 ｕ∈ Ｃ，使得〈Ａｕ，ｖ－ｕ〉≥０对

ｖ∈Ｃ成立，记为ＶＩ（Ｃ，Ａ）．根据变分不等式问题，有

ｕ∈ＶＩ（Ｃ，Ａ）ｕ＝ＰＣ（ｕ－λＡｕ），λ＞０

定义１　如果ｕ，ｖ∈Ｃ，有〈Ａｕ－Ａｖ，ｕ－ｖ〉≥０，则称Ａ是单调的．如果存在α＞０，使得对ｘ，

ｙ∈Ｃ，有〈ｘ－ｙ，Ａｘ－Ａｙ〉≥α‖Ａｘ－Ａｙ‖２，则称映象Ａ是α－可逆 －强单调的．

如果Ｂ是Ｃ到Ｈ上的α－可逆 －强单调映象，则Ｂ是１α
－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的．对ｘ，ｙ∈Ｃ，

λ＞０，有

‖（Ｉ－λＢ）ｘ－（Ｉ－λＢ）ｙ‖２≤‖ｘ－ｙ‖２＋λ（λ－２α）‖Ｂｘ－Ｂｙ‖２ ②
若λ＜２α，则Ｉ－λＢ是Ｃ到Ｈ内的非扩张映象．

定义２　ｉ）映射ＳＣ→Ｃ称为非扩张的，若ｘ，ｙ∈Ｃ，有‖Ｓｘ－Ｓｙ‖≤‖ｘ－ｙ‖，用Ｆ（Ｓ）

表示Ｓ的不动点集．

ｉｉ）若存在常数珔γ＞０，使得〈Ａｘ，ｘ〉≥珔γ‖ｘ‖２，ｘ∈Ｃ，算子Ａ称为强正的．

ｉｉｉ）集值映象ＱＨ→２Ｈ称为单调的，若对一切ｘ，ｙ∈Ｈ，ｆ∈Ｑｘ和ｇ∈Ｑｙ，有〈ｘ－ｙ，ｆ－ｇ〉≥
０，则称单调映象ＱＨ→２Ｈ是最大的；若Ｑ的图像Ｇ（Ｑ）不真包含在其他单调映射的图像中，单调

映象Ｑ是最大的，当且仅当对任意的（ｘ，ｆ）∈ Ｈ×Ｈ，如果对每个（ｙ，ｇ）∈ Ｇ（Ｑ），都有〈ｘ－ｙ，ｆ－

ｇ〉≥０成立，就蕴含ｆ∈Ｑｘ；令Ｂ是一个Ｃ到Ｈ内的可逆 －强单调映象，令ＮＣｖ是如下的正规锥：

ＮＣｖ＝｛ｗ∈Ｈ〈ｖ－ｕ，ｗ〉≥０，ｕ∈Ｃ｝．定义Ｑｖ＝
Ｂｖ＋ＮＣｖ，ｖ∈Ｃ

，ｖ{ Ｃ
，则Ｑ是最大单调的，且０∈

Ｑｖ，当且仅当ｖ∈ＶＩ（Ｃ，Ｂ）．
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定义３　映象ｆＣ→Ｃ称为压缩的，若存在α（０＜α＜１），对一切ｘ，ｙ∈Ｃ，都有 ‖ｆ（ｘ）－

ｆ（ｙ）‖≤α‖ｘ－ｙ‖．

定义４　映象 ｆＣ→ Ｃ被称为具有这类 ＣΨ（ｓ）的弱压缩映象，如果存在一连续且递增函数

Ψ［０，∞）→ ［０，∞），Ψ（ｓ）＞０，ｓ＞０，Ψ（０）＝０，ｌｉｍ
ｓ→∞
Ψ（ｓ）＝＋∞，且对 ｘ，ｙ∈ Ｃ，有

‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）‖≤‖ｘ－ｙ‖ －Ψ（‖ｘ－ｙ‖）．

注１　显然，具有常数α的压缩映象一定是弱压缩映象，其中Ψ（ｓ）＝（１－α）ｓ；反之，一般不

成立．

文献［１］中，映象Ａｘ＝ｓｉｎｘ［０，１］→［０，１］是具有Ψ（ｓ）＝
ｓ２

８的弱压缩映象，但是Ａ不是压

缩映象，事实上，假如 Ａ是具有 α∈ （０，１）的压缩映象，则 ｘ，ｙ∈ ［０，１］，有 ｓｉｎｘ－ｓｉｎｙ≤

αｘ－ｙ．由于ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１，ε＝１－α，δ＞０，０＜ｘ＜δ，有 ｓｉｎｘ

ｘ －１
＜１－α，因此 α＜

ｓｉｎｘ－ｓｉｎ０
ｘ－０

，即αｘ－０ ＜ ｓｉｎｘ－ｓｉｎ０，矛盾．因此Ａ不是压缩映象．

定义５　映象集合Ｓ＝｛Ｔ（ｔ）ｔ∈Ｒ＋｝Ｃ→Ｃ被称为非扩张半群，如果满足下列条件

ｉ）Ｔ（０）ｘ＝ｘ，ｘ∈Ｃ；

ｉｉ）Ｔ（ｓ＋ｔ）ｘ＝Ｔ（ｓ）Ｔ（ｔ）ｘ，ｘ∈Ｃ和ｓ，ｔ∈ ＋；

ｉｉｉ）ｘ∈Ｃ，映象ｔ→Ｔ（ｔ）ｘ对ｔ∈ ＋是连续的；

ｉｖ）‖Ｔ（ｔ）ｘ－Ｔ（ｔ）ｙ‖≤‖ｘ－ｙ‖，ｔ≥０，ｘ，ｙ∈Ｃ．

定义６　空间Ｘ称为满足Ｏｐｉａｌ条件，如果对每个 ｘ中弱收敛于 ｘ∈ Ｘ的序列｛ｘｎ｝有ｌｉｍｎ→∞ ｉｎｆ

‖ｘｎ－ｘ‖ ＜ｌｉｍ
ｎ→∞
ｉｎｆ‖ｘｎ－ｙ‖，ｙ∈Ｘ，ｙ≠ｘ．

为了寻找非扩张映象 Ｓ的不动点集与变分不等式解集的公共元素，文献［２］引入下列迭代

过程：

ｘｎ＋１ ＝αｎｘｎ＋（１－αｎ）ＳＰＣ（ｘｎ－λｎＡｘｎ）

文献［２］证明了，如果Ｆ（Ｓ）∩ＶＩ（Ｃ，Ａ）非空，且当｛αｎ｝和｛λｎ｝满足一定的条件时，则该序列

｛ｘｎ｝弱收敛于ｚ∈Ｆ（Ｓ）∩ＶＩ（Ｃ，Ａ）．文献［３］研究了迭代过程

ｘｎ＋１ ＝αｎｆ（ｘｎ）＋（１－αｎ）ＳＰＣ（ｘｎ－λｎＡｘｎ）

并通过该黏滞逼近获得了强收敛定理，其中ｆ是具系数α（０＜α＜１）的压缩映象．近年来，文献

［４］引入如下一族非扩张映象的黏滞迭代过程：

ｘｎ＋１ ＝αｎγｆ（ｘｎ）＋βｘｎ＋（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）Ｗｎｘｎ
其中，ｆ是具有这类ＣΨ（ｓ）的弱压缩映象，Ｗｎ是Ｗ映象．对于非扩张半群不动点的迭代逼近问题，文献

［５］考虑了下列迭代序列：

ｘｎ＋１ ＝αｎｆ（ｘｎ）＋βｎｘｎ＋（１－αｎ－βｎ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ

他们证明了这种迭代序列强收敛于非扩张半群Ｓ的公共不动点，其中ｆ是具系数α（０＜α＜１）

的压缩映象．文献［６］引入了下列迭代序列：
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ｘｎ＋１ ＝αｎγｆ（ｘｎ）＋（Ｉ－αｎＡ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ

并证明迭代的收敛性．文献［７］引入了如下迭代：

ｘｎ＋１ ＝αｎγｆ（ｘｎ）＋βｎｘｎ＋（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ

其中ｆ是具系数α（０＜α＜１）的压缩映象．另外，文献［８－２５］研究了一些非线性映象不动点的迭

代收敛性问题．受上述工作启发，本文拟考虑具有可逆强单调映象与带有误差项的非扩张半群的

隐式和显式这两种黏滞迭代算法：

ｘｎ ＝αｎγｆ（ｘｎ）＋（Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ＋ｅｎ

ｘｎ＋１ ＝αｎγｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）＋βｎｘｎ＋

（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ＋ｄｎ

其中，ｆ是具有这类ＣΨ（ｓ）的弱压缩映象；｛ｅｎ｝，｛ｄｎ｝是Ｃ中的序列．在适当的条件下，建立非扩

张半群不动点集与变分不等式解集的公共元素的强收敛性定理，以期该研究结果能够推广和改进

一些文献［２－３，５－７］的结果．

为了证明主要结果，需要下列一些引理．

引理１［１］　设（Ｘ，ｄ）是完备度量空间，ＴＸ→Ｘ是弱压缩映象，则Ｔ在Ｘ中有唯一不动点．

引理２［２６］　设Ａ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ上具有系数珔γ＞０的强正有界线性算子，且０＜ρ≤‖Ａ‖－１，

则‖Ｉ－ρＡ‖≤１－ρ珔γ．

引理３［２７］　设Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ的非空有界闭凸子集，｛Ｔ（ｓ）０≤ｓ＜∞｝是Ｃ到Ｃ的非

扩张半群，则对ｈ≥０，有ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｓｕｐ
ｘ∈Ｃ

１
ｔ∫０

ｔ

Ｔ（ｓ）ｘｄｓ－Ｔ（ｈ） １
ｔ∫０

ｔ

Ｔ（ｓ）ｘｄ( )ｓ ＝０．

引理４　设Ｈ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是Ｈ的闭凸子集，ｆＣ→Ｃ具有这类ＣΨ（ｓ）的弱压缩映象，Ａ是

强正有界算子且具有系数珔γ＞０，则对０＜γ＜珔γ，ｘ，ｙ∈Ｃ，有

〈ｘ－ｙ，（Ａ－γｆ）ｘ－（Ａ－γｆ）ｙ〉≥（珔γ－γ）‖ｘ－ｙ‖２＋γΨ（‖ｘ－ｙ‖）‖ｘ－ｙ‖

证明　因Ａ是具有系数珔γ＞０的强正有界算子，所以ｘ，ｙ∈Ｃ，有

〈ｘ－ｙ，Ａ（ｘ－ｙ）〉≥珔γ‖ｘ－ｙ‖２

又〈ｘ－ｙ，γｆｘ－γｆｙ〉≤γ‖ｘ－ｙ‖２－γΨ（‖ｘ－ｙ‖）‖ｘ－ｙ‖，ｘ，ｙ∈Ｃ，据此有

〈ｘ－ｙ，（Ａ－γｆ）ｘ－（Ａ－γｆ）ｙ〉＝〈ｘ－ｙ，Ａ（ｘ－ｙ）〉－〈ｘ－ｙ，γｆｘ－γｆｙ〉≥

（珔γ－γ‖ｘ－ｙ‖２＋γΨ（‖ｘ－ｙ‖）‖ｘ－ｙ‖

引理５［２８］　设｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝和｛ｃｎ｝是３个非负实数列，且满足条件

ａｎ＋１≤（１－ωｎ）ａｎ＋ｂｎ＋ｃｎ，ｎ≥ｎ０

其中，ｎ０是某一非负整数，ωｎ∈（０，１），∑
∞

ｎ＝０
ωｎ ＝∞，ｂｎ ＝ｏ（ωｎ），∑

∞

ｎ＝０
ｃｎ ＜∞，则ｌｉｍｎ→∞ａｎ ＝０．

引理６　设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中，则ｘ，ｙ∈Ｈ，有‖ｘ＋ｙ‖２≤‖ｘ‖２＋２〈ｙ，ｘ＋ｙ〉．

·９８·
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２　主要结果

定理１　设Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ的非空闭凸子集，Ｓ＝｛Ｔ（ｓ）０≤ｓ＜∞｝是Ｃ到Ｃ的非扩张

半群，Ｂ是Ｃ到Ｈ的α－可逆 －强单调映象，使得Ｆ＝Ｆ（Ｓ）∩ＶＩ（Ｃ，Ｂ）≠．如果ｆ是Ｃ→Ｃ具

有ＣΨ（ｓ）的弱压缩映象，Ａ是Ｃ→Ｃ以珔γ＞０为系数的强正有界线性算子，使得０＜γ＜珔γ，｛αｎ｝是

（０，１］中的数列，｛ｔｎ｝是（０，∞）中的序列，｛ｅｎ｝是 Ｃ中的序列，｛λｎ｝是［ａ，ｂ］中的序列，满足

ｌｉｍ
ｎ→∞
αｎ ＝０，ｌｉｍｎ→∞ｔｎ ＝＋∞，‖ｅｎ‖ ＝ｏ（αｎ），０＜ａ＜ｂ＜２α，｛ｘｎ｝是由下式生成的序列：

ｘｎ ＝αｎγｆ（ｘｎ）＋（Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ ③

则｛ｘｎ｝强收敛于ｚ∈Ｆ，且ｚ是变分不等式〈γｆ（ｚ）－Ａｚ，ｐ－ｚ〉≤０，ｐ∈Ｆ的解．

证明　因为‖ｅｎ‖ ＝ｏ（αｎ），所以存在ξｎ≥０，ξｎ→０（ｎ→∞），使得‖ｅｎ‖ ＝αｎξｎ，而且存在

Ｇ＞０，使得ξｎ≤Ｇ．下面首先证明｛ｘｎ｝是良定的，令

ｇαｎ（ｘ）＝αｎγｆ（ｘｎ）＋（Ｉ－αｎＡ）ＰＣ （Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｄ( )ｓ＋ｅｎ

则ｇＣ→Ｃ，因为αｎ→０（ｎ→∞），可设对ｎ≥１，有αｎ ＜‖Ａ‖
－１．由引理２可知

‖ｇαｎ（ｘ）－ｇαｎ（ｙ）‖≤αｎγ‖ｘ－ｙ‖ －αｎγΨ（‖ｘ－ｙ‖）＋

（Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｄｓ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｄｓ≤

αｎγ‖ｘ－ｙ‖ －αｎγΨ（‖ｘ－ｙ‖）＋‖Ｉ－αｎＡ‖
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｄｓ－１ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｄｓ≤

（１－αｎ（珔γ－γ））‖ｘ－ｙ‖ －αｎγΨ（‖ｘ－ｙ‖）≤‖ｘ－ｙ‖ －αｎγΨ（‖ｘ－ｙ‖）

因此ｇαｎ是Ｃ到Ｃ的具有这类ＣαｎγΨ（ｓ）的弱压缩映象．由引理１可知，对每一ｎ∈Ｎ，存在唯一的

ｘｎ∈Ｃ，使得

ｘｎ ＝αｎγｆ（ｘｎ）＋（Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ＋ｅｎ

因此｛ｘｎ｝是良定的．然后证明｛ｘｎ｝是有界的．取ｕ∈Ｆ，则ｕ＝ＰＣ（ｕ－λＢｕ）．由引理４可知

‖ｘｎ－ｕ‖≤αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＋

（Ｉ－αｎＡ）（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｕｄｓ＋‖ｅｎ‖≤

αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＋（Ｉ－αｎＡ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｕｄｓ＋‖ｅｎ‖≤

αｎ‖γｆ（ｘｎ）－γｆ（ｕ）‖ ＋αｎ‖γｆ（ｕ）－Ａｕ‖ ＋‖（Ｉ－αｎＡ）‖‖ｘｎ－ｕ‖ ＋‖ｅｎ‖≤

αｎγ‖ｘｎ－ｕ‖ －γαｎΨ（‖ｘｎ－ｕ‖）＋（Ｉ－αｎ珔γ）‖ｘｎ－ｕ‖ ＋αｎ‖γｆ（ｕ）－Ａｕ‖ ＋‖ｅｎ‖ ＝

（Ｉ－αｎ（珔γ－γ））‖ｘｎ－ｕ‖ －γαｎΨ（‖ｘｎ－ｕ‖）＋αｎ‖γｆ（ｕ）－Ａｕ‖ ＋‖ｅｎ‖

据此有 ‖ｘｎ－ｕ‖ ≤
‖γｆ（ｕ）－Ａｕ‖ ＋Ｇ

珔γ－γ
，即｛ｘｎ｝是有界的，从而｛ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）ｘｎ｝，｛Ａｘｎ｝，

｛ｆ（ｘｎ）｝，ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ{ }ｓ也是有界的．另一方面，由②③式可得

·０９·
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‖ｘｎ－ｕ‖
２≤ αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＋（１－αｎ珔γ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｕ＋‖ｅｎ( )‖ ２

≤

αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖
２＋（１－αｎ珔γ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｕ

２

＋‖ｅｎ‖
２＋

２αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｕ≤

αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖
２＋（１－αｎ珔γ）‖ｘｎ－ｕ‖

２＋（１－αｎ珔γ）λｎ（λｎ－２α）‖Ｂｘｎ－Ｂｕ‖
２＋

２αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖‖ｘｎ－ｕ‖ ＋２αｎ‖ｅｎ‖‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＋２‖ｅｎ‖‖ｘｎ－ｕ‖
因此有

－（１－αｎ珔γ）ａ（ｂ－２α）‖Ｂｘｎ－Ｂｕ‖
２≤αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖

２＋２αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖‖ｘｎ－ｕ‖ －

αｎ珔γ‖ｘｎ－ｕ‖
２＋２αｎ‖ｅｎ‖‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＋２‖ｅｎ‖‖ｘｎ－ｕ‖

由αｎ→０（ｎ→∞）和｛ｘｎ｝，｛ｆ（ｘｎ）｝有界，可得‖Ｂｘｎ－Ｂｕ‖→０（ｎ→∞）．令ｙｎ ＝ＰＣ（Ｉ－

λｎＢ）ｘｎ，再由①式，有

‖ｙｎ－ｕ‖
２≤〈（Ｉ－λｎＢ）ｘｎ－（Ｉ－λｎＢ）ｕ，ｙｎ－ｕ〉＝

１
２｛‖（Ｉ－λｎＢ）ｘｎ－（Ｉ－λｎＢ）ｕ‖

２＋‖ｙｎ－ｕ‖
２－‖ｘｎ－ｙｎ－λｎ（Ｂｘｎ－Ｂｕ）‖

２｝≤

１
２｛‖ｙｎ－ｕ‖

２＋‖ｘｎ－ｕ‖
２－‖ｙｎ－ｘｎ‖

２＋２λｎ〈ｘｎ－ｙｎ，Ｂｘｎ－Ｂｕ〉－λ
２
ｎ‖Ｂｘｎ－Ｂｕ‖

２｝

因此，‖ｙｎ－ｕ‖
２≤‖ｘｎ－ｕ‖

２－‖ｘｎ－ｙｎ‖
２＋２λｎ‖ｘｎ－ｙｎ‖‖Ｂｘｎ－Ｂｕ‖，进而有

‖ｘｎ－ｕ‖
２≤αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖

２＋（１－αｎ珔γ）‖ｙｎ－ｕ‖
２＋２αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖‖ｙｎ－ｕ‖ ＋

２αｎ‖ｅｎ‖‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＋２‖ｅｎ‖‖ｘｎ－ｕ‖≤

αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖
２＋（１－αｎ珔γ）‖ｘｎ－ｕ‖

２－（１－αｎ珔γ）‖ｘｎ－ｙｎ‖
２＋

２（１－αｎ珔γ）λｎ‖ｘｎ－ｙｎ‖‖Ｂｘｎ－Ｂｕ‖ ＋２αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖‖ｙｎ－ｕ‖ ＋

２αｎ‖ｅｎ‖‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＋２‖ｅｎ‖‖ｘｎ－ｕ‖
于是

（１－αｎ珔γ）‖ｘｎ－ｙｎ‖
２≤αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖

２－αｎ珔γ‖ｘｎ－ｕ‖
２＋

２（１－αｎ珔γ）λｎ‖ｘｎ－ｙｎ‖‖Ｂｘｎ－Ｂｕ‖ ＋２αｎ‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖‖ｙｎ－ｕ‖ ＋

２αｎ‖ｅｎ‖‖γｆ（ｘｎ）－Ａｕ‖ ＋２‖ｅｎ‖‖ｘｎ－ｕ‖
由于αｎ→０，‖Ｂｘｎ－Ｂｕ‖→０（ｎ→∞），所以‖ｘｎ－ｙｎ‖→０（ｎ→∞）．由③式，有

ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ≤αｎ γｆ（ｘｎ）－Ａ

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ＋‖ｅｎ‖→０（ｎ→∞）

故

ｙｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ≤‖ｘｎ－ｙｎ‖ ＋ ｘｎ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ→０（ｎ→∞）

因｛ｙｎ｝有界，所以存在｛ｙｎ｝的子列｛ｙｎｉ｝弱收敛于ｚ．因 ｙｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ→０（ｎ→∞），可知

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ弱收敛于ｚ．

·１９·
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要证ｚ∈Ｆ（Ｓ）∩ＶＩ（Ｃ，Ｂ），首先证明ｚ∈ＶＩ（Ｃ，Ｂ），令Ｑｖ＝
Ｂｖ＋ＮＣｖ，ｖ∈Ｃ

，ｖ{ Ｃ
，则Ｔ是最大单

调的．令（ｖ，ｗ）∈Ｇ（Ｑ），因为ｗ－Ｂｖ∈ＮＣｖ，ｙｎ∈Ｃ，所以有〈ｖ－ｙｎ，ｗ－Ｂｖ〉≥０．另一方面，因ｙｎ＝

ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）ｘｎ，所以〈ｖ－ｙｎ，ｙｎ－（ｘｎ－λｎＢｘｎ）〉≥０，进而〈ｖ－ｙｎ，Ｂｘｎ＋
ｙｎ－ｘｎ
λｎ

〉≥０．由于〈ｖ－ｙｎｉ，

Ｂｖ－Ｂｙｎｉ〉≥０，可知

〈ｖ－ｙｎｉ，ｗ〉≥〈ｖ－ｙｎｉ，Ｂｖ〉≥〈ｖ－ｙｎｉ，Ｂｖ〉－〈ｖ－ｙｎｉ，Ｂｖｎｉ ＋
ｙｎｉ －ｘｎｉ
λｎｉ

〉＝

〈ｖ－ｙｎｉ，Ｂｖ－Ｂｙｎｉ〉＋〈ｖ－ｙｎｉ，Ｂｙｎｉ －Ｂｘｎｉ〉－〈ｖ－ｙｎｉ，
ｙｎｉ －ｘｎｉ
λｎｉ

〉≥

〈ｖ－ｙｎｉ，Ｂｙｎｉ －Ｂｘｎｉ〉－〈ｖ－ｙｎｉ，
ｙｎｉ －ｘｎｉ
λｎｉ

〉

在上式中令ｉ→∞，有〈ｖ－ｚ，ｗ〉≥０．由于Ｑ是最大单调的，因此ｚ∈Ｑ－１｛０｝，从而ｚ∈ＶＩ（Ｃ，Ｂ）．

其次证明ｚ∈Ｆ（Ｓ）．因为Ｈｉｌｂｅｒｔ空间满足Ｏｐｉａｌ条件，若Ｔ（ｓ）ｚ≠ｚ，由

ｙｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ→０（ｎ→∞）和引理３可知ｌｉｍｉ→∞ ｉｎｆ‖ｙｎｉ －ｚ‖ ＜ｌｉｍ

ｉ→∞
ｉｎｆ‖ｙｎｉ －Ｔ（ｓ）ｚ‖≤

ｌｉｍ
ｉ→∞
ｉｎｆ ｙｎｉ －

１
ｔｎｉ∫

ｔｎｉ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｉｄｓ＋

１
ｔｎｉ∫

ｔｎｉ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｉｄｓ－Ｔ（ｓ）

１
ｔｎｉ∫

ｔｎｉ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｉｄ( )ｓ[ ＋

Ｔ（ｓ） １
ｔｎｉ∫

ｔｎｉ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｉｄ( )ｓ－Ｔ（ｓ） ]ｚ ≤ｌｉｍｉ→∞ ｉｎｆ‖ｙｎｉ －ｚ‖

矛盾．故ｚ∈Ｆ（Ｓ），于是ｚ∈Ｆ．由｛ｘｎ｝有界和‖ｘｎ－ｙｎ‖→０（ｎ→∞），必有子列｛ｘｎｉ｝弱收敛于

ｚ．由③式，有

‖ｘｎ－ｚ‖
２≤αｎ〈γｆ（ｘｎ）－Ａｚ，ｘｎ－ｚ〉＋

〈（Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ( )ｓ－ｚ，ｘｎ－ｚ〉＋〈ｅｎ，ｘｎ－ｚ〉≤

αｎ〈γｆ（ｘｎ）－Ａｚ，ｘｎ－ｚ〉＋（１－αｎ珔γ）‖ｘｎ－ｚ‖
２＋‖ｅｎ‖‖ｘｎ－ｚ‖

于是

‖ｘｎ－ｚ‖
２≤ １
珔γ＋１２ξｎ

〈γｆ（ｘｎ）－Ａｚ，ｘｎ－ｚ〉＋
１
２ξｎ ＝

１
珔γ＋１２ξｎ

〈γｆ（ｘｎ）－γｆ（ｚ），ｘｎ－ｚ〉＋〈γｆ（ｚ）－Ａｚ，ｘｎ－ｚ〉＋
１
２ξ{ }ｎ ≤

１
珔γ＋１２ξｎ

γ‖ｘｎ－ｚ‖
２－γΨ（‖ｘｎ－ｚ‖）‖ｘｎ－ｚ‖ ＋〈γｆ（ｚ）－Ａｚ，ｘｎ－ｚ〉＋

１
２ξ{ }ｎ

所以‖ｘｎ－ｚ‖
２≤
〈γｆ（ｚ）－Ａｚ，ｘｎ－ｚ〉＋

１
２ξｎ

珔γ＋１２ξｎ－γ
．特别地，有
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‖ｘｎｉ －ｚ‖
２≤
〈γｆ（ｚ）－Ａｚ，ｘｎｉ －ｚ〉＋

１
２ξｎｉ

珔γ＋１２ξｎｉ －γ

因｛ｘｎｉ｝弱收敛于ｚ，所以ｘｎｉ→ｚ．

下面证明ｚ是变分不等式〈（Ａ－γｆ）ｚ，ｚ－ｐ〉≤０，ｐ∈Ｆ的解．因为

（Ａ－γｆ）ｘｎ ＝－
１
αｎ
（Ｉ－αｎＡ）ｘｎ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｅ( )ｎ

ｐ＝ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｐｄｓ

所以有

〈（Ａ－γｆ）ｘｎ，ｘｎ－ｐ〉≤

－１
αｎ
〈（Ｉ－αｎＡ）（ｘｎ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ），ｘｎ－ｐ〉＋

１
αｎ
〈ｅｎ，ｘｎ－ｚ〉＝

－１
αｎ
〈（ｘｎ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－（ｐ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｐｄｓ），ｘｎ－ｐ〉＋

〈Ａ（Ｉ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｄｓ）ｘｎ，ｘｎ－ｐ〉＋

１
αｎ
〈ｅｎ，ｘｎ－ｐ〉

又因为ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｄｓ是非扩张的，所以 Ｉ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｄｓ是强单调的，

因此

〈（ｘｎ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－（ｐ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｐｄｓ），ｘｎ－ｐ〉≥０

进而有

〈（Ａ－γｆ）ｘｎ，ｘｎ－ｐ〉≤〈Ａ（Ｉ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｄｓ）ｘｎ，ｘｎ－ｐ〉＋ξｎ‖ｘｎ－ｐ‖ ④

注意到ｚ＝ＰＣ（Ｉ－λｎＢ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｚｄｓ，｛ｘｎ｝有界及ξｎ→０（ｎ→∞）．在④式中用ｎｉ代替ｎ并

令ｉ→∞，可得

〈（Ａ－γｆ）ｚ，ｚ－ｐ〉＝ｌｉｍ
ｔ→∞
〈（Ａ－γｆ）ｘｎｉ，ｘｎｉ －ｐ〉≤０ ⑤

即ｚ∈Ｆ是该变分不等式的解．

最后证明唯一性．假若存在｛ｘｎ｝的另一个子列｛ｘｎｊ｝弱收敛于ｚ
，则ｚ ∈Ｆ．类似地，可以证明

〈（Ａ－γｆ）ｚ，ｚ －ｐ〉≤０，ｐ∈Ｆ ⑥
将⑤式和⑥式相加，并使用引理４可得

（珔γ－γ）‖ｚ－ｚ‖２＋γΨ（‖ｚ－ｚ‖）‖ｚ－ｚ‖ ≤〈ｚ－ｚ，（Ａ－γｆ）（ｚ－ｚ）〉≤０

由于ｓ＞０，Ψ（ｓ）＞０，Ψ（０）＝０，因此‖ｚ－ｚ‖ ＝０，即ｚ＝ｚ，故ｘｎ→ｚ（ｎ→∞）．证毕．

定理２　设Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ的非空闭凸子集，Ｓ＝｛Ｔ（ｓ）０≤ｓ＜∞｝是Ｃ到Ｃ的非扩张

半群，Ｂｉ（ｉ＝１，２）是Ｃ到 Ｈ的 αｉ－可逆 －强单调映象，使得 Ｆ＝Ｆ（Ｓ）∩ ＶＩ（Ｃ，Ｂ１）∩ ＶＩ（Ｃ，

Ｂ２）≠．如果ｆ是Ｃ→Ｃ具有这类ＣΨ（ｓ）的弱压缩映象，Ａ是Ｃ→Ｃ以珔γ＞０为系数的强正有界线
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性算子，使得０＜γ＜珔γ，｛αｎ｝与｛βｎ｝分别是（０，１］和［０，β］中的实数列，｛ｔｎ｝是（０，∞）中的序列，

｛λｎ｝是［ａ，ｂ］中的实数列，｛ｄｎ｝是Ｃ中序列，满足下列条件：

ｉ）ｌｉｍ
ｎ→∞
αｎ ＝０，ｌｉｍｎ→∞ｔｎ ＝＋∞；

ｉｉ）０＜ａ＜ｂ＜２α，β＜１；

ｉｉｉ）∑
∞

ｎ＝１
αｎ ＝∞；

ｉｖ）∑
∞

ｎ＝１
｜αｎ＋１－αｎ｜＜∞；

ｖ）∑
∞

ｎ＝１
｜βｎ＋１－βｎ｜＜∞；

ｖｉ）∑
∞

ｎ＝１
｜λｎ＋１－λｎ｜＜∞；

ｖｉｉ）∑
∞

ｎ＝１

｜ｔｎ＋１－ｔｎ
ｔｎ＋１

＜∞；

ｖｉｉｉ）∑
∞

ｎ＝１
‖ｄｎ‖ ＜∞．

对ｘ０∈Ｃ，则｛ｘｎ｝是由下式生成的序列

ｘｎ＋１ ＝αｎγｆＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ( )ｓ＋βｎｘｎ＋

（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ＋ｄｎ ⑦

且｛ｘｎ｝强收敛于ｑ∈Ｆ，其中ｑ＝ＰＦ（〈Ｉ－Ａ〉＋γｆ）（ｑ）是下面变分不等式的解

〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｐ－ｑ〉≤０，ｐ∈Ｆ ⑧

证明　因Ａ是Ｃ上的强正有界线性算子，所以可设‖Ａ‖ ＝ｓｕｐ｛｜〈Ａｘ，ｘ〉｜ｘ∈Ｃ，‖ｘ‖ ＝

１｝．又因为αｎ→０（ｎ→∞），０＜βｎ≤β，不失一般性，可设对ｎ≥１，有αｎ≤（１－βｎ）‖Ａ‖
－１．由

于〈（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）ｘ，ｘ〉＝１－βｎ－αｎ〈Ａｘ，ｘ〉≥１－βｎ－αｎ‖Ａ‖≥０，可得

‖（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ‖ ＝ｓｕｐ｛〈（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）ｘ，ｘ〉ｘ∈Ｃ，‖ｘ‖ ＝１｝＝

ｓｕｐ｛１－βｎ－αｎ〈Ａｘ，ｘ〉ｘ∈Ｃ，‖ｘ‖ ＝１｝≤１－βｎ－αｎ珔γ
下面首先证明｛ｘｎ｝有界．取ｕ∈Ｆ，则

‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ＝‖αｎγｆＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ( )ｓ＋βｎｘｎ＋

（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）
１
２∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ＋ｄｎ－ｕ‖ ＝

‖αｎ γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）( )－Ａｕ＋βｎ（ｘｎ－ｕ）＋

（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ( )ｓ－ｕ＋ｄｎ‖≤

αｎ γｆ（Ｐｃ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ＋
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βｎ‖ｘｎ－ｕ‖ ＋‖（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ‖‖ｘｎ－ｕ‖ ＋‖ｄｎ‖≤

αｎ‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－γｆ（ｕ）‖ ＋αｎ‖γｆ（ｕ）－Ａｕ‖ ＋

βｎ‖ｘｎ－ｕ‖ ＋‖（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ‖‖ｘｎ－ｕ‖ ＋‖ｄｎ‖≤

γαｎ‖ｘｎ－ｕ‖ －γαｎΨ（‖ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｕ‖）＋βｎ‖ｘｎ－ｕ‖ ＋

（１－αｎ珔γ－βｎ）‖ｘｎ－ｕ‖ ＋αｎ‖γｆ（ｕ）－Ａｕ‖ ＋‖ｄｎ‖ ＝

（１－αｎ（珔γ－γ））‖ｘｎ－ｕ‖ －γαｎΨ（‖ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｕ‖）＋

αｎ‖γｆ（ｕ）－Ａｕ‖ ＋‖ｄｎ‖
于是对ｎ≥０，有

‖ｘｎ－ｕ‖≤ｍａｘ‖ｘ０－ｕ‖，
‖γｆ（ｕ）－Ａｕ‖

珔γ－{ }γ
＋∑

ｎ

ｉ＝１
‖ｄｉ‖ ＜∞

即｛ｘｎ｝有界，进而
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ{ }ｓ，Ｂ２１ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ{ }ｓ，｛Ａｘｎ｝，ｆＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）１ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ( ){ }ｓ 都是有

界的．
其次证明‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖→０（ｎ→∞）．因为

ＰＣ（Ｉ－λｎ＋１Ｂ２）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ≤

（Ｉ－λｎ＋１Ｂ２）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ－（Ｉ－λｎＢ２）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ≤

１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ＋ λｎＢ２

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－λｎ＋１Ｂ２

１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ≤

１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
‖Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１－Ｔ（ｓ）ｘｎ‖ｄｓ＋

１
ｔｎ＋１
－１ｔ( )

ｎ
∫
ｔｎ

０
‖Ｔ（ｓ）ｘｎ－Ｔ（ｓ）ｕ‖ｄｓ＋

１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

ｔｎ
‖Ｔ（ｓ）ｘｎ－Ｔ（ｓ）ｕ‖ｄｓ＋ λｎＢ２

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－λｎ＋１Ｂ２

１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ≤

‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＋
２｜ｔｎ＋１－ｔｎ｜

ｔｎ＋１
‖ｘｎ－ｕ‖ ＋｜λｎ－λｎ＋１｜Ｍ１

其中Ｍ１ ＝ｓｕｐ Ｂ２
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ，ｎ≥{ }０．所以

‖ｘｎ＋２－ｘｎ＋１‖ ＝ αｎ＋１γｆＰＣ（Ｉ－λｎ＋１Ｂ１）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄ( )ｓ＋βｎ＋１ｘｎ＋１＋

（（１－βｎ＋１）Ｉ－αｎ＋１Ａ）ＰＣ（Ｉ－λｎ＋１Ｂ２）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ＋ｄｎ＋１－

αｎγｆＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ( )ｓ－βｎｘｎ－（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）１ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｄｎ ＝

（（１－βｎ＋１）Ｉ－αｎ＋１Ａ）ＰＣ（Ｉ－λｎ＋１Ｂ２）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄ( )ｓ＋

（αｎ＋１－αｎ）ＡＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－（βｎ＋１－βｎ）ＡＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ＋
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γ［αｎ＋１（ｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎ＋１Ｂ１）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ）－ｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ））＋

ｆ（Ｐｃ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）（αｎ＋１－αｎ）＋βｎ＋１（ｘｎ＋１－ｘｎ）＋（βｎ＋１－βｎ）ｘｎ］＋‖ｄｎ＋１－ｄｎ‖≤

（１－βｎ＋１－αｎ＋１珔γ‖Ｐｃ（Ｉ－λｎ＋１Ｂ２）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ‖ ＋

βｎ＋１‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＋γαｎ＋１‖ＰＣ（Ｉ－λｎ＋１Ｂ１）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ‖）－

γαｎ＋１Ψ（‖ＰＣ（Ｉ－λｎ＋１Ｂ１）
１
ｔｎ＋１∫

ｔｎ＋１

０
Ｔ（ｓ）ｘｎ＋１ｄｓ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ‖）＋

２（βｎ－βｎ＋１ ＋ αｎ－αｎ＋１ ）Ｍ＋‖ｄｎ＋１－ｄｎ‖≤

（１－αｎ＋１（珔γ－γ））‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ ＋
４Ｍ ｔｎ＋１－ｔｎ

ｔｎ＋１
＋

２Ｍ（βｎ－βｎ＋１ ＋ αｎ－αｎ＋１ ）＋２Ｍ１ λｎ＋１－λｎ ＋‖ｄｎ＋１－ｄｎ‖

其中

Ｍ ＝ｍａｘｓｕｐ
ｎ≥０
（Ａ＋Ｉ）ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ，Ｍ１{ ，

ｓｕｐ
ｎ≥０
‖ｘｎ‖ ＋‖ｕ‖，ｓｕｐｎ≥０γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ }）

于是由引理 ５可得 ‖ｘｎ＋１ －ｘｎ‖ → ０（ｎ→ ∞），令 ｙｎ ＝ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）ｘｎ，则 ‖ｙｎ＋１ －ｙｎ‖ →
０（ｎ→∞）．由于

‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖≤‖ｘｎ－ｘｎ＋１‖ ＋‖

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ－ｘｎ＋１‖≤‖ｘｎ－ｘｎ＋１‖ ＋

αｎ‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａ

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖ ＋βｎ‖ｘｎ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖

所以

‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖≤

１
１－βｎ

‖ｘｎ－ｘｎ＋１‖ ＋

αｎ
１－βｎ

‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ‖ －Ａ

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖

因为αｎ→０，‖ｄｎ‖→０，‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖→０（ｎ→∞），故‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖→０（ｎ→∞）．

另一方面，由②式可得

‖ｙｎ－ｕ‖
２ ＝‖ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）ｘｎ－ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）ｕ‖

２≤‖（１－λｎＢ２）ｘｎ－（Ｉ－λｎＢ２）ｕ‖
２≤

‖ｘｎ－ｕ‖
２＋λｎ（λｎ－２α）‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖

２ ⑨
由⑦式和引理６，有

‖ｘｎ＋１－ｕ‖
２≤‖αｎγｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）＋

βｎｘｎ＋（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ＋ｄｎ－ｕ‖

２ ＝
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‖αｎ（γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ）＋

βｎ（ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ）＋（Ｉ－αｎＡ）（

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ－ｕ）＋ｄｎ‖

２≤

‖（Ｉ－αｎＡ）（
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ－ｕ）＋βｎ（ｘｎ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ）‖

２＋

２α‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ‖‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ＋‖ｄｎ‖≤

（１－αｎ珔γ）‖ｙｎ－ｕ‖
２＋２βｎ（１－αｎ珔γ）‖ｙｎ－ｕ‖‖ｘｎ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖ ＋

β２ｎ‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖

２＋‖ｄｎ‖ ＋

２αｎ‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ‖‖ｘｎ＋１－ｕ‖≤

‖ｙｎ－ｕ‖
２＋２βｎ（１－αｎ珔γ）‖ｙｎ－ｕ‖‖ｘｎ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖ ＋

β２ｎ‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖

２＋‖ｄｎ‖ ＋

２αｎ‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ‖‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ⑩

因此由⑨式和⑩式，有

‖ｘｎ＋１－ｕ‖
２≤‖ｘｎ－ｕ‖

２＋λｎ（λｎ－２α）‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖
２＋

２βｎ（１－αｎ珔γ）‖ｙｎ－ｕ‖‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖ ＋

β２ｎ‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖

２＋２αｎ‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ‖‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ＋‖ｄｎ‖

于是

－ａ（ｂ－２α）‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖
２≤（‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ＋‖ｘｎ－ｕ‖）（‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖）＋

２βｎ（１－αｎ珔γ）‖ｙｎ－ｕ‖‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖ ＋β

２
ｎ‖ｘｎ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖

２＋

２αｎ‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ‖‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ＋‖ｄｎ‖

因为αｎ→ ０，‖ｄｎ‖ → ０，‖ｘｎ＋１ －ｘｎ‖ → ０，‖ｘｎ －
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ），ｙｎｄｓ‖ → ０（ｎ→ ∞），｛ｙｎ｝，

｛ｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）｝有界，所以有‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖→０（ｎ→∞）．由①式有

‖ｙｎ－ｕ‖
２≤〈（Ｉ－λｎＢ２）ｘｎ－（Ｉ－λｎＢ２）ｕ，ｙｎ－ｕ〉＝

１
２｛‖（Ｉ－λｎＢ２）ｘｎ－（Ｉ－λｎＢ２）ｕ‖

２＋‖ｙｎ－ｕ‖
２－‖（Ｉ－λｎＢ２）ｘｎ－

（Ｉ－λｎＢ２）ｕ－（ｙｎ－ｕ）‖
２｝≤ １２｛‖ｙｎ－ｕ‖

２＋‖ｘｎ－ｕ‖
２－

·７９·



　２０１８年７月 第３３卷 第４期

‖ｙｎ－ｘｎ‖
２＋２λｎ〈ｘｎ－ｙｎ，Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ〉－λ

２
ｎ‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖

２｝

进而

‖ｙｎ－ｕ‖
２≤‖ｘｎ－ｕ‖

２－‖ｘｎ－ｙｎ‖
２＋２λｎ‖ｘｎ－ｙｎ‖‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖ 瑏瑡

由⑩和瑏瑡式，有

‖ｘｎ＋１－ｕ‖
２≤‖ｘｎ－ｕ‖

２－‖ｘｎ－ｙｎ‖
２＋２λｎ‖ｘｎ－ｙｎ‖‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖ ＋

２βｎ（１－αｎ珔γ）‖ｙｎ－ｕ‖‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖ ＋β

２
ｎ‖ｘｎ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖

２＋

２αｎ‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ‖‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ＋‖ｄｎ‖

因此

‖ｘｎ－ｙｎ‖
２≤（‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ＋‖ｘｎ－ｕ‖）（‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖）＋２λｎ‖ｘｎ－ｙｎ‖‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖ ＋

２βｎ（１－αｎ珔γ）‖ｙｎ－ｕ‖‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖ ＋β

２
ｎ‖ｘｎ－

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖

２＋

２αｎ‖γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｕ‖‖ｘｎ＋１－ｕ‖ ＋‖ｄｎ‖

再由αｎ→０，‖ｄｎ‖ →０，‖ｘｎ＋１－ｘｎ‖ →０，‖Ｂ２ｘｎ－Ｂ２ｕ‖ →０，‖ｘｎ－
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ‖ →

０（ｎ→∞），可得‖ｘｎ－ｙｎ‖→０（ｎ→∞），从而

‖ １ｔｎ∫
ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ－ｙｎ‖≤‖ｘｎ－ｙｎ‖ ＋‖

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｙｎｄｓ－ｘｎ‖→０（ｎ→∞）

因为对ｘ，ｙ∈Ｃ，有

‖ＰＦ（γｆ＋（Ｉ－Ａ））ｘ－ＰＦ（γｆ＋（Ｉ－Ａ））ｙ‖≤γ‖ｘ－ｙ‖ －γΨ（‖ｘ－ｙ‖）＋

（１－珔γ）‖ｘ－ｙ‖ ＝（１－（珔γ－γ））‖ｘ－ｙ‖ －γΨ（‖ｘ－ｙ‖）

所以ＰＦ（γｆ＋（Ｉ－Ａ））是具有这类ＣγΨ（ｓ）的弱压缩映象．因此根据引理１，存在唯一不动点ｑ∈Ｃ，使

得ｑ＝ＰＦ（γｆ＋（Ｉ－Ａ））ｑ，进而ｑ∈Ｆ．下面证明ｑ是变分不等式⑧的唯一解．假设ｑ１和ｑ２是变分

不等式⑧的两个解，即〈（γｆ（ｑ１）－Ａｑ１），ｐ－ｑ１〉≤０，〈（γｆ（ｑ２）－Ａｑ２），ｐ－ｑ２〉≤０，将上述不等式

相减，并使用引理４可得

（珔γ－γ）‖ｑ１－ｑ２‖
２＋γΨ（‖ｑ１－ｑ２‖）‖ｑ１－ｑ２‖≤〈（Ａｇ－γｆ）ｑ１－（Ａｇ－γｆ）ｑ２，ｑ１－ｑ２〉≤０

由于ｓ＞０，Ψ（ｓ）＞０，Ψ（０）＝０，所以‖ｑ１－ｑ２‖ ＝０，即ｑ１ ＝ｑ２，因此ｑ是变分不等式⑧
的唯一解．

下面证明ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎ－ｑ〉≤０．取｛ｘｎ｝的一个子列｛ｘｎｉ｝，使得ｌｉｍｓｕｐｎ→∞
〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，

ｘｎｉ －ｑ〉＝ｌｉｍｔ→∞〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎｉ－ｑ〉．又由｛ｙｎ｝的子列｛ｙｎｉ｝有界，存在｛ｙｎｉ｝的一个子列｛ｙｎｉｊ｝弱收敛

于ｚ．不失一般性，可设ｙｎｉ→ｚ．现证ｚ∈Ｆ（Ｓ）∩ＶＩ（Ｃ，Ｂ１）∩ＶＩ（Ｃ，Ｂ２）．

首先由定理１的证明易知ｚ∈Ｆ（Ｓ）．其次令Ｑｉｖ＝
Ｂｉｖ＋ＮＣｖ，ｖ∈Ｃ

，ｖ{ Ｃ
，其中ｉ＝１，２，则Ｑｉ（ｉ＝

１，２）是最大单调的，由定理 １的证明易知 ｚ∈ ＶＩ（Ｃ，Ｂ１）∩ ＶＩ（Ｃ，Ｂ２），从而 ｚ∈ Ｆ（Ｓ）∩
ＶＩ（Ｃ，Ｂ１）∩ＶＩ（Ｃ，Ｂ２）．再由‖ｘｎ－ｙｎ‖→０（ｎ→∞），可知ｘｎｉ→ｚ（ｉ→∞）．因ｑ＝ＰＦ（γｆ＋（Ｉ－
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Ａ））ｑ，有

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎ－ｑ〉＝ｌｉｍｔ→∞〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎｉ －ｑ〉＝〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｚ－ｑ〉≤０

令ζｎ ＝ｍａｘ｛〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎ－ｑ〉，０｝，则易知ζｎ≥０且ｌｉｍｎ→∞ζｎ ＝０．

最后证明ｘｎ→ｑ（ｎ→∞）．事实上由⑦式和引理６，有

‖ｘｎ＋１－ｑ‖
２ ＝‖αｎ（γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）

１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｑ）＋βｎ（ｘｎ－ｑ）＋

（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｑ）＋ｄｎ‖

２≤

‖βｎ（ｘｎ－ｑ）＋（（１－βｎ）Ｉ－αｎＡ）（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ２）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ－ｑ）‖

２＋

２αｎ〈γｆ（ＰＣ（Ｉ－λｎＢ１）
１
ｔｎ∫

ｔｎ

０
Ｔ（ｓ）ｘｎｄｓ）－Ａｑ，ｘｎ＋１－ｑ〉＋２〈ｄｎ，ｘｎ＋１－ｑ〉≤

［（１－βｎ－αｎ珔γ）‖ｘｎ－ｑ‖ ＋βｎ‖ｘｎ－ｑ‖］
２＋２αｎγ‖ｘｎ－ｑ‖‖ｘｎ＋１－ｑ‖ －

２αｎγΨ（‖ｘｎ＋１－ｑ‖）＋２αｎ〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎ＋１－ｑ〉＋２‖ｄｎ‖‖ｘｎ＋１－ｑ‖≤

（１－αｎ珔γ）
２‖ｘｎ－ｑ‖

２＋αｎγ（‖ｘｎ－ｑ‖
２＋‖ｘｎ＋１－ｑ‖

２）＋

２αｎ〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎ＋１－ｑ〉＋‖ｄｎ‖（１＋‖ｘｎ＋１－ｑ‖
２）

因１－‖ｄｎ‖ －αｎγ→１（ｎ→∞），所以ｎ１ ＞１，ｎ＞ｎ１，有
１
２＜１－‖ｄｎ‖ －αｎγ＜１．进

而有

‖ｘｎ＋１－ｑ‖
２≤
（１－αｎ珔γ）

２＋αｎγ
１－‖ｄｎ‖ －αｎγ

‖ｘｎ－ｑ‖
２＋

‖ｄｎ‖
１－‖ｄｎ‖ －αｎγ

＋

２αｎ
１－‖ｄｎ‖ －αｎγ

（γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎ＋１－ｑ）＝

１－
２αｎ（珔γ－γ）

１－‖ｄｎ‖ －αｎ
( )γ‖ｘｎ－ｑ‖２＋

‖ｄｎ‖
１－‖ｄｎ‖ －αｎγ

（１＋‖ｘｎ－ｑ‖
２）＋

２αｎ
１－‖ｄｎ‖ －αｎγ

〈γｆ（ｑ）－Ａｑ，ｘｎ＋１－ｑ〉＋
αｎ珔γ

２

２‖ｘｎ－ｑ‖( )２ ≤
（１－２αｎ（珔γ－γ））‖ｘｎ－ｑ‖

２＋２‖ｄｎ‖（１＋Ｋ）＋４αｎ（ξｎ＋１＋αｎＫ）

其中Ｋ＝ １＋
珔γ２( )２ｓｕｐｎ≥０‖ｘｎ－ｑ‖２．取ａｎ＝‖ｘｎ－ｑ‖

２，ｂｎ＝４αｎ（ξｎ＋１＋αｎＫ），ｃｎ＝２‖ｄｎ‖（１＋Ｋ），

ωｎ ＝２αｎ（珔γ－γ），由引理５可知ｘｎ→ｑ（ｎ→∞）．

３　结语

本文引入更为一般的非扩张半群隐式和显式黏滞迭代算法，在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中建立了非扩张半

群的公共不动点集与具有强单调型映象的变分不等式解集的公共元素的强收敛定理，推广并改进

了相关文献中的结果，其对研究非线性变分不等式解的存在性与迭代收敛性问题，具有重要的理论

意义．
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