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高阶 Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数渐近性与
可微性的再研究
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摘要：利用比较函数概念，研究高阶 Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数的渐近性，在
一定条件下，建立了高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数更广泛的渐近估计式；作
为推论还获得了高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数的一阶可微性．所得结果推
广和改进了有关文献中的结果，丰富了中值定理理论．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｐｏｉｎｔｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｉｇｈｏｒｄｅｒＣａｕｃｈｙｍｅａｎｖａｌｕｅｔｈｅｏｒｅｍｗａｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｕｎｄｅｒｃｅｒｔａｉｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ａｂｒｏａｄｅｒａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｅｓｔｉｍａｔｅｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｐｏｉｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｉｇｈｏｒｄｅｒＣａｕｃｈｙｍｅａｎｖａｌｕｅｔｈｅｏｒｅｍｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｅ
ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｐｏｉｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｉｇｈｏｒｄｅｒＣａｕｃｈｙｍｅａｎｖａｌｕｅｔｈｅｏｒｅｍｗａｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｒｅｓｕｌｔｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｉｎｔｈｅｒｅｌｅｖａｎｔｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ，ａｎｄｅｎｒｉｃｈｅｄｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅｍｅｄｉａｎｔｈｅｏｒｅｍ．

　　１９８２年Ａ．Ｇ．Ａｚｐｅｉｔｊａ等［１－２］开始关于中值定理中间点渐近性的研究．之后，一些学者陆续对各

种中值定理中间点的渐近性质展开研究［３－１１］．其中，文献［７］将文献［１］结果推广为ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ξ－ａ
ｘ－ａ＝

ｎ！Γ（α＋１）
Γ（ｎ＋α＋１( )）

１／α

（这里α＞０，Γ（·）为Ｇａｍｍａ函数），通过对中值定理中间点渐近性的研究可以

确定中间点在某区间内的渐近位置，从而为近似计算提供一种有效且比较精确的计算方法．进一

步通过定义中间点函数，再借助渐近性质，可以研究中值定理中间点函数的可微性．因此，研究中

间点函数的渐近性、可微性，有一定的理论意义．张树义等在文献［１２－１３］中研究了高阶Ｃａｕｃｈｙ中

值定理中间点函数的渐近性与一阶可微性，其中文献［１３］在一定条件下证明了高阶 Ｃａｕｃｈｙ中值

定理中间点函数ｃ（ｘ）满足

ｌｉｍ
ｘ→ａ
θ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ

ｃ（ｘ）－ａ
ｘ－ａ ＝１ｎ

Γ（γ＋１）Γ（ｎ＋α＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋γ

Γ（ｎ＋γ＋１）Γ（α＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋







α

１
γ－α

文献［１４－２０］研究了其他几种中值定理中间点函数的渐近性与可微性．其中，文献［１７］使用

比较函数讨论泰勒中值定理中间点函数的渐近性和一阶可微性，证明了泰勒中值定理中间点函数

ｃ（ｘ）＝ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ）满足更为广泛的渐近估计式ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
φ（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））

φ（ｘ）
＝ｎ！
Ｃ（φ）ｎ
．

在此基础上，本文拟将文献［１２－１３］中得到的高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数渐近性的相关

结果扩展到比较函数的情形，利用比较函数概念建立高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数更为广泛的

渐近估计式，以期推广文献［１０－２０］中的相关结果．

１　预备知识

高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理　设ａ和ｂ是实数且ａ＜ｂ，ｆ，ｇ［ａ，ｂ］→Ｒ．如果函数ｆ，ｇ在［ａ，ｂ］上连

续，在（ａ，ｂ）内ｎ次可微且ｇ（ｎ）（ｘ）≠０，则存在ｃ∈（ａ，ｂ），使

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｂ－ｊ（ｂ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｂ－ｊ（ｂ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ｃ）
ｇ（ｎ）（ｃ）

需指出，高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点ｃ唯一的充分条件为：ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ）是单射．设Ｉ为Ｒ上

的一个区间，ａ∈ Ｉ为区间 Ｉ上的左端点，函数 ｆ，ｇＩ→ Ｒ，如果函数 ｆ与 ｇ在 Ｉ上 ｎ次可微，

ｇ（ｎ）（ｘ）≠０，则由高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理可得，ｘ∈Ｉ－｛ａ｝，在开区间（ａ，ｘ）上，存在一点ｃｘ，使
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∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝
ｆ（ｎ）（ｃｘ）
ｇ（ｎ）（ｃｘ）

①

如果ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ）是单射，则点ｃｘ是唯一的，进而可以定义ｃＩ－｛ａ｝→Ｉ－｛ａ｝为ｃ（ｘ）＝
ｃｘ，使得

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ｃ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ｃ（ｘ））

②

如果ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ）不是单射的，则使①式成立的点ｃｘ一般不是唯一的．如果对ｘ∈Ｉ－
｛ａ｝，在开区间（ａ，ｘ）上选取一个ｃｘ使 ① 式成立，那么也可以定义函数 ｃＩ－｛ａ｝→ Ｉ－｛ａ｝为
ｃ（ｘ）＝ｃｘ，使②式成立．

定理１［１２］　设Ｉ是Ｒ上的一个区间，ａ∈Ｉ是区间Ｉ上的左端点，函数ｆ，ｇＩ→Ｒ，如果函数ｆ与
ｇ在Ｉ上ｎ次可微，则存在一函数ｃＩ－｛ａ｝→Ｉ－｛ａ｝，使得②式成立．此外，如果ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ）
是单射的，则点ｃ（ｘ）是唯一的．

因为ｘ∈Ｉ－｛ａ｝，ｃ（ｘ）－ａ≤ ｘ－ａ，所以ｌｉｍ
ｘ→ａ
ｃ（ｘ）＝ａ．于是可定义中间点函数珋ｃＩ→

Ｉ为珋ｃ（ｘ）＝
ｃ（ｘ） ｘ∈Ｉ－｛ａ｝

ａ　{ ｘ＝ａ
，显然珋ｃ（ｘ）在点ｘ＝ａ连续．

定义 １［４－５］　 设 Ψ（ｘ）定义在半开区间（ａ，ｂ］（ｂ＞０）上，φ（ｘ）在半开区间（ａ，ｂ］上存在
ｍ（ｍ≥１）阶导数且满足下列条件：

ｉ）ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
［（ｘ－ａ）ｍ·φ（ｘ）］（ｉ） ＝０，ｉ＝０，１，２，…，ｍ－１；

ｉｉ）ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
（ｘ－ａ）ｉ·φ（ｉ）（ｘ）／φ（ｘ）＝λφｉ，λφｉ为常数，ｉ＝０，１，２，…，ｍ，λφ０ ＝１；

ｉｉｉ）Ｃ（φ）ｄｅｆｋ ＝∑
ｋ

ｉ＝０
（ｋ－ｉ）！·（Ｃｉｋ）

２λφｉ≠０，ｋ＝１，２，…，ｍ．

如果ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
Ψ（ｘ）／φ（ｘ）存在非零极限，则称φ（ｘ）是当ｘ→ａ＋时关于Ψ（ｘ）的比较函数，并称此非

零极限为比较值，简称比值．

例１　在（０，ｂ］（ｂ＞０）上取φ（ｘ）＝１槡／ｘ，Ψ１（ｘ）＝２＋１槡／ｘ，Ψ２（ｘ）＝［ｃｏｓ（槡ｘ＋１）］槡／ｘ，

则容易验证φ（ｘ）是当ｘ→０＋时关于Ψ１（ｘ）和Ψ２（ｘ）的比较函数．

引理１［４－５］　设ｘ＞０，φ（ｔ）＝ｘα，α为实数，α＞－１，ｎ≥１，Γ（·）为Ｇａｍｍａ函数，则

∑
ｎ

ｉ＝０
（ｎ－１）！·（Ｃｉｎ）

２λφｉ ＝Γ（ｎ＋α＋１）／Γ（α＋１）

其中，λφｉ ＝ｌｉｍｔ→０＋ｔ
ｉ·φ（ｉ）（ｔ）／φ（ｔ）＝

１ ｉ＝１　 　　

α（α－１）…（α－ｉ＋１） ｉ＝１，２，…，{ ｎ
．

引理２［１１－１２］　ｉ）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｋ ＝０（０≤ｋ＜ｎ）；

ｉｉ）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ ＝ｎ！；
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ｉｉｉ）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋１ ＝１２ｎ（ｎ＋１）！

由引理２容易证明下列引理３成立．

引理３　设Ｉ是Ｒ上的一个区间，ａ∈Ｉ是区间Ｉ的左端点．ΨＩ→Ｒ在Ｉ上ｎ次可微且在半开

区间（ａ，ｂ］Ｉ上存在ｎ阶导数的函数φ（ｘ）是当ｘ→ａ＋时关于Ψ（ｎ）（ｘ）的比较函数，比值为Ａ．

再设

珟Ψ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎΨ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

（ｘ－ａ）ｎφ（ｘ）
ｘ∈Ｉ－｛ａ｝

Ａ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ｚ（ｎ，ｊ( )）











 ｘ＝ａ

则下列结论成立：

ｉ）珟Ψ（ｘ）在Ｉ上连续且 珟Ψ（ａ）＝ Ａ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ｚ（ｎ，ｊ( )）；
ｉｉ）当φ（ｘ）＝１时，珟Ψ（ａ）＝Ａ

ｎｎ
；

ｉｉｉ）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎΨ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］＝

Ａ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ１－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ｚ（ｎ，ｊ( )）＋( )ξ（ｘ－ａ）ｎφ（ｘ）．
其中，Ｚ（ｎ，ｊ）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
φ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

φ（ｘ）
，ξ→０（ｘ→ａ＋）．

２　主要结果

定理２　设Ｉ是Ｒ上的一个区间，ａ∈Ｉ是区间Ｉ的左端点，函数ｆ，ｇＩ→Ｒ满足下列条件：

ｉ）函数ｆ与ｇ在区间Ｉ上有直至ｎ阶导数且ｇ（ｎ）（ｘ）≠０；

ｉｉ）在半开区间（ａ，ｂ］Ｉ上存在ｎ阶导数的函数φ（ｘ）和Ψ（ｘ）分别是当ｘ→ａ＋时关于ｆ（ｎ）（ｘ）

和ｇ（ｎ）（ｘ）的比较函数且比值分别为Ａ和Ｂ；

ｉｉｉ） Ｂ
Ｃ（Ψ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ( )）≠ Ａ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Υ（ｎ，ｊ( )）．
其中，Υ（ｎ，ｊ）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
φ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

φ（ｘ）
，Ω（ｎ，ｊ）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
Ψ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

Ψ（ｘ）
且φ（ｘ）≠Ψ（ｘ），

则下列结论成立：

１°存在实数δ＞０，使（ａ，ａ＋δ）Ｉ，且ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有ｆ（ｎ）（ｘ）珘ｇ（ｘ）≠珓ｆ（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ），其中

珓ｆ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

（ｘ－ａ）ｎφ（ｘ）
ｘ∈（ａ，ａ＋δ）

Ａ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Υ（ｎ，ｊ( )）











 ｘ＝ａ
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珘ｇ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

（ｘ－ａ）ｎΨ（ｘ）
ｘ∈（ａ，ａ＋δ）

Ｂ
Ｃ（Ψ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ( )）











 ｘ＝ａ

２°若再设ｘ∈（ａ，ａ＋δ），（ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ））′≠０，则对 ｘ∈ （ａ，ａ＋δ），存在唯一函数
ｃ（ａ，ａ＋δ）→（ａ，ａ＋δ），使

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ｃ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ｃ（ｘ））

③

３°函数θ（ａ，ａ＋δ）→（０，１）定义为

θ（ｘ）＝ｃ（ｘ）－ａｘ－ａ 　　ｘ∈（ａ，ａ＋δ） ④

且有下列性质：

ａ）对ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））

⑤

ｂ）有渐近估计式

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））Ψ（ｘ）
Ψ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））φ（ｘ）

＝
Ｃ（Ψ）ｎ ∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Υ（ｎ，ｊ( )）
Ｃ（φ）ｎ ∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ( )）
证明　１°由定理２条件和引理３可知，有

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
（ｆ（ｎ）（ｘ）珘ｇ（ｘ）－珓ｆ（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ））＝

Ａ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Υ（ｎ，ｊ( )）－ Ｂ
Ｃ（Ψ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ( )）≠０
因此存在一实数δ＞０，使（ａ，ａ＋δ）Ｉ且ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有ｆ（ｎ）（ｘ）珘ｇ（ｘ）≠珓ｆ（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ）．
２°因（ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ））′≠ ０，所以 ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ）在（ａ，ａ＋δ）上严格单调，进而

ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ）是单射，因此存在唯一函数ｃ（ａ，ａ＋δ）→（ａ，ａ＋δ），使得式③ 成立．
３°ａ）由式③和式④即得证．
ｂ）由引理３，有

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］＝

Ａ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Υ（ｎ，ｊ）＋ξ( )１ （ｘ－ａ）ｎφ（ｘ） ⑥

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］＝
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Ｂ
Ｃ（Ψ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ）＋ξ( )２ （ｘ－ａ）ｎΨ（ｘ） ⑦

其中，ξ１→０，ξ２→０（ｘ→ａ
＋）．由定理２中条件ｉｉ），得

ｆ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））＝（Ａ＋ξ３）（（ｘ－ａ）θ（ｘ））α ⑧

ｇ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））＝（Ｂ＋ξ４）（（ｘ－ａ）θ（ｘ））β ⑨

其中，ξ３→０，ξ４→０（ｘ→ａ
＋）．把式⑥⑦⑧⑨代入式⑤，并简单运算得

（Ｂ＋ξ４）Ψ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））·
Ａ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Υ（ｎ，ｊ）＋ξ( )１ φ（ｘ）＝
（Ａ＋ξ３）φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））·

Ｂ
Ｃ（Ψ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ）＋ξ( )２ Ψ（ｘ） ⑩

注意到，ξ１→０，ξ２→０，ξ３→０，ξ４→０（ｘ→ａ
＋）和 （ｘ－ａ）θ（ｘ）≤ ｘ－ａ，由式⑩可推出

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））Ψ（ｘ）
Ψ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））φ（ｘ）

＝
Ｃ（Ψ）ｎ ∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Υ（ｎ，ｊ( )）
Ｃ（φ）ｎ ∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ( )）
定理２证毕．
如果φ（ｘ）＝Ψ（ｘ），则定理２不再成立．
定理３　在定理２的条件下，若φ（ｘ）＝Ψ（ｘ），假设在半开区间（ａ，ｂ］Ｉ上存在ｎ阶导数的

函数δ（ｘ）是当ｘ→ａ＋时关于ｆ（ｎ）（ｘ）－（Ａ／Ｂ）ｇ（ｎ）（ｘ）的比较函数且比值为Ｄ，且
Ｄｇ（ｎ）（ａ）
Ｃ（δ）ｎ

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）≠０
其中Δ（ｎ，ｊ）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
δ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

δ（ｘ）
，则有下列结论成立：

１°存在实数δ＞０，使（ａ，ａ＋δ）Ｉ，且ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有珓ｆ（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ）≠０，其中

珓ｆ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］－（Ａ／Ｂ）∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

（ｘ－ａ）ｎδ（ｘ）
ｘ∈（ａ，ａ＋δ）

Ｄ
Ｃ（δ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）











 ｘ＝ａ

２°若再设ｘ∈（ａ，ａ＋δ），（ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ））′≠０，则对 ｘ∈ （ａ，ａ＋δ），存在唯一函数
ｃ（ａ，ａ＋δ）→（ａ，ａ＋δ），使

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ｃ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ｃ（ｘ））

瑏瑡

３°函数θ（ａ，ａ＋δ）→（０，１）定义为

θ（ｘ）＝ｃ（ｘ）－ａｘ－ａ 　　ｘ∈（ａ，ａ＋δ） 瑏瑢
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且有下列性质：

ａ）对ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））

瑏瑣

ｂ）有渐近估计式

ｌｉｍ
ｘ→ａ

δ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））φ（ｘ）
φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））δ（ｘ）

＝
Ｃ（φ）ｎ ∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）
Ｃ（δ）ｎ ∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ( )）
证明　１°由定理３条件和引理２，有

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
珓ｆ（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ）＝Ｄｇ

（ｎ）（ａ）
Ｃ（δ）ｎ

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）≠０
因此存在一实数δ＞０，使（ａ，ａ＋δ）Ｉ且ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有珓ｆ（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ）≠０．
２°因（ｆ（ｎ）（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ））′≠０，故ｆ（ｎ）（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ）在（ａ，ａ＋δ）上严格单调，进而ｆ（ｎ）（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ）

是单射，因此存在唯一函数ｃ（ａ，ａ＋δ）→（ａ，ａ＋δ），使得式瑏瑡成立．
３°ａ）由式瑏瑡和式瑏瑢即得证．
ｂ）由引理３，有

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］－（Ａ／Ｂ）∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］＝

Ｄ
Ｃ（δ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）＋ξ( )１ （ｘ－ａ）ｎδ（ｘ） 瑏瑤

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］＝

Ｂ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ）＋ξ( )２ （ｘ－ａ）ｎφ（ｘ） 瑏瑥
其中，ξ１→０，ξ２→０（ｘ→ａ

＋）．由定理３的条件得

ｆ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））＝（Ａ／Ｂ）ｇ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））＋（Ｄ＋ξ３）δ（（ｘ－ａ）θ（ｘ）） 瑏瑦

ｇ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））＝（Ｂ＋ξ４）φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ）） 瑏瑧

其中，ξ３→０，ξ４→０（ｘ→ａ
＋）．把式瑏瑤瑏瑥瑏瑦瑏瑧代入式瑏瑣，得

（Ｂ＋ξ４）φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））（Ａ／Ｂ）
Ｂ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ）＋ξ( )２ （ｘ－ａ）ｎφ（ｘ）＋
（Ｂ＋ξ４）φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））

Ｄ
Ｃ（δ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）＋ξ( )１ （ｘ－ａ）ｎδ（ｘ）＝
Ｂ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ）＋ξ( )２ （ｘ－ａ）ｎφ（ｘ）·
［（Ａ／Ｂ）（Ｂ＋ξ４）φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））＋（Ｄ＋ξ３）δ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））］

整理得

（Ｂ＋ξ４）φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））
Ｄ
Ｃ（δ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）＋ξ( )１ （ｘ－ａ）ｎδ（ｘ）＝
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Ｂ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ）＋ξ( )２ （ｘ－ａ）ｎφ（ｘ）·（Ｄ＋ξ３）δ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））
进而可得

（Ｂ＋ξ４）
Ｄ
Ｃ（δ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）＋ξ( )１
Ｂ
Ｃ（φ）ｎ
∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ）＋ξ( )２·（Ｄ＋ξ３）
＝δ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））φ（ｘ）
φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））δ（ｘ） 瑏瑨

注意到，ξ１→０，ξ２→０，ξ３→０，ξ４→０（ｘ→ａ
＋），由式瑏瑨可推出

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
δ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））φ（ｘ）
φ（（ｘ－ａ）θ（ｘ））δ（ｘ）

＝
Ｃ（φ）ｎ ∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Δ（ｎ，ｊ( )）
Ｃ（δ）ｎ ∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ

Ω（ｎ，ｊ( )）
定理３证毕．

在定理２中，令φ（ｘ）＝（ｘ－ａ）ａ，Ψ（ｘ）＝（ｘ－ａ）β，则

Υ（ｎ，ｊ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
φ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

φ（ｘ）
＝ １－ｊ( )ｎ

α

Ω（ｎ，ｊ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
Ψ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

Ψ（ｘ）
＝ １－ｊ( )ｎ

β

并应用引理１可得定理４．

定理４［１３］　设Ｉ是Ｒ上的一个区间，ａ∈Ｉ是区间Ｉ的左端点，函数ｆ，ｇＩ→Ｒ满足下列条件：

ｉ）函数ｆ与ｇ在区间Ｉ上有ｎ阶导数且ｇ（ｎ）（ｘ）≠０；

ｉｉ）ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（ｎ）（ｘ）／（ｘ－ａ）α ＝Ａ，ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
ｇ（ｎ）（ｘ）／（ｘ－ａ）β ＝Ｂ；

ｉｉｉ）Ｂｆ
（ｎ）（ａ）Γ（β＋１）
ｎｎ＋βΓ（ｎ＋β＋１）∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋β≠Ａｇ
（ｎ）（ａ）Γ（α＋１）
ｎｎ＋αΓ（ｎ＋α＋１）∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋α．

其中，Ａ，Ｂ是非零常数；α，β是实数，α＞－１，β＞－１且α≠β．则下列结论成立：

１°存在实数δ＞０，使（ａ，ａ＋δ）Ｉ，且ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有ｆ（ｎ）（ｘ）珘ｇ（ｘ）≠珓ｆ（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ），其中

珓ｆ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

（ｘ－ａ）ｎ＋α
ｘ∈（ａ，ａ＋δ）

ＡΓ（α＋１）
Γ（ｎ＋α＋１）∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ＋α











 ｘ＝ａ

珘ｇ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

（ｘ－ａ）ｎ＋β
ｘ∈（ａ，ａ＋δ）

ＢΓ（β＋１）
Γ（ｎ＋β＋１）∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ＋β











 ｘ＝ａ

２°若再设ｘ∈ （ａ，ａ＋δ），（ｆ（ｎ）（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ））′≠０，则对 ｘ∈ （ａ，ａ＋δ），存在唯一函数

ｃ（ａ，ａ＋δ）→（ａ，ａ＋δ），使
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∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ｃ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ｃ（ｘ））

３°函数θ（ａ，ａ＋δ）→（０，１）定义为

θ（ｘ）＝ｃ（ｘ）－ａｘ－ａ 　　ｘ∈（ａ，ａ＋δ）

且有下列性质：

ａ）对ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））

ｂ）有渐近估计式

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
θ（ｘ）＝１ｎ

Γ（α＋１）Γ（ｎ＋β＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋α

Γ（ｎ＋α＋１）Γ（β＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋









β

１
α－β

４°函数珋ｃ［ａ，ａ＋δ）→［ａ，ａ＋δ）定义为珋ｃ（ｘ）＝
ｃ（ｘ） ｘ∈（ａ，ａ＋δ）{ ａ ｘ＝ａ

，在ｘ＝ａ可微且

珋ｃ（１）（ａ）＝１ｎ

Γ（α＋１）Γ（ｎ＋β＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋α

Γ（ｎ＋α＋１）Γ（β＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋









β

１
α－β

如果α＝β，则定理４不再成立，但在定理３中令δ（ｘ）＝（ｘ－ａ）γ，则

Δ（ｎ，ｊ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
δ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

δ（ｘ）
＝ １－ｊ( )ｎ

γ

并应用引理１可得定理５．
定理５［１３］　在定理４的条件下，若α＝β，假设

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
［ｆ（ｎ）（ｘ）－（Ａ／Ｂ）ｇ（ｎ）（ｘ）］／（ｘ－ａ）γ ＝Ｄ

其中，Ｄ是非零常数，γ是实数γ＞－１，则下列结论成立：
１°存在实数δ＞０，使（ａ，ａ＋δ）Ｉ，且ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有珓ｆ（ｘ）ｇ（ｎ）（ｘ）≠０，其中

珓ｆ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］－（Ａ／Ｂ）∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

（ｘ－ａ）ｎ＋γ
ｘ∈（ａ，ａ＋δ）

ＤΓ（γ＋１）
Γ（ｎ＋γ＋１）∑

ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ １－

ｊ( )ｎ
ｎ＋γ











 ｘ＝ａ

２°若再设ｘ∈（ａ，ａ＋δ），（ｆ（ｎ）（ｘ）／ｇ（ｎ）（ｘ））′≠０，则对 ｘ∈ （ａ，ａ＋δ），存在唯一函数
ｃ（ａ，ａ＋δ）→（ａ，ａ＋δ），使

·００１·
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∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ｃ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ｃ（ｘ））

３°函数θ（ａ，ａ＋δ）→（０，１）定义为

θ（ｘ）＝ｃ（ｘ）－ａｘ－ａ 　　ｘ∈（ａ，ａ＋δ）

且有下列性质：

ａ）对ｘ∈（ａ，ａ＋δ），有

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｆ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎｇ［ｘ－ｊ（ｘ－ａ）／ｎ］

＝ｆ
（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））
ｇ（ｎ）（ａ＋（ｘ－ａ）θ（ｘ））

ｂ）有渐近估计式

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
θ（ｘ）＝１ｎ

Γ（γ＋１）Γ（ｎ＋α＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋γ

Γ（ｎ＋γ＋１）Γ（α＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋









α

１
γ－α

４°函数珋ｃ［ａ，ａ＋δ）→［ａ，ａ＋δ）定义为珋ｃ（ｘ）＝
ｃ（ｘ） ｘ∈（ａ，ａ＋δ）{ ａ ｘ＝ａ

，在ｘ＝ａ可微且

珋ｃ（１）（ａ）＝１ｎ

Γ（γ＋１）Γ（ｎ＋α＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋γ

Γ（ｎ＋γ＋１）Γ（α＋１）∑
ｎ

ｊ＝０
（－１）ｊＣｊｎ（ｎ－ｊ）

ｎ＋









α

１
γ－α

注１　取ｎ＝１，便得通常的Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数的渐近性和一阶可微性．

３　结语

本文利用比较函数概念研究了高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数的渐近性，建立了该中值定理

中间点函数更广泛的渐近估计式，据此还获得了高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理中间点函数的一阶可微性．

本文结果与相关文献一起利用比较函数的概念解决了高阶Ｃａｕｃｈｙ中值定理、广义泰勒中值定理和

积分中值定理中间点函数的渐近性和一阶可微性问题，丰富了数学分析中的中值定理理论．
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