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积分型轨道压缩映象的不动点定理研究
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摘要：在完备度量空间和２－距离空间中研究积分型轨道压缩映象不动点的存
在性，在一定条件下证明了积分型轨道压缩映象的不动点定理，从而将相关文

献中的结果推广到了积 Φ－φ－型轨道压缩映象类和积分 Ａｌｔｍａｎ型轨道压缩
映象类．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｆｏｒｉｎｔｅｇｒａｌｔｙｐｅｏｒｂｉｔａｌｌｙｃｏｎｔｒａｃｔｉｖｅｍａｐｐｉｎｇｓｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｍｅｔｒｉｃｓｐａｃｅｓ
ａｎｄ２ｍｅｔｒｉｃｓｐａｃｅｓｗａｓｓｔｕｄｉｅｄ，ｔｈｅｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｉｎｔｅｇｒａｌｔｙｐｅｏｒｂｉｔａｌｌｙｃｏｎｔｒａｃｔｉｖｅｍａｐｐｉｎｇｓｗａｓ
ｐｒｏｖｅｄｕｎｄｅｒｃｅｒｔａｉｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｗｈｉｃｈｅｘｔｅｎｄｅｄｓｏｍｅｋｎｏｗｎｒｅｓｕｌｔｓｉｎｔｈｅｒｅｌａｔｅｄｌｉｔｅｒａｔｕｒｅｔｏｉｎｔｅｇｒａｌ
ΦφｔｙｐｅｏｒｂｉｔａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎｍａｐｐｉｎｇｃｌａｓｓａｎｄｉｎｔｅｇｒａｌＡｌｔｍａｎｔｙｐｅｏｒｂｉｔａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎｍａｐｐｉｎｇｃｌａｓｓ．

　　关于轨道压缩映象不动点的存在性，文献［１－４］已做过研究，其中，文献［２］在完备２－距离空
间中研究了Φ－φ－型轨道压缩映象不动点的存在性，文献［３］在完备度量空间中研究了Ａｌｔｍａｎ型
轨道压缩映象不动点的存在性．而文献［５－１３］研究了若干Ａｌｔｍａｎ型映象类不动点的存在性定理，
其中，文献［７］研究了积分型Ａｌｔｍａｎ映象不动点的存在性．基于上述工作，本文拟在完备度量空间
和２－距离空间中研究积分型轨道压缩映象不动点的存在性，建立积分型轨道压缩映象不动点的
存在性定理，从而推广和改进已有文献中的相应结果．

１　预备知识

全文用Ｚ＋表示正整数集，Ｒ＋＝［０，＋∞），设（Ｘ，ｄ）为度量空间或２－距离空间，Ｔ是Ｘ→Ｘ的
映射，对 ｘ∈ Ｘ，称 Ｏ（ｘ，０，∞）＝｛Ｔｎｘｎ∈Ｚ＋∪ ｛０｝｝为 Ｔ在 ｘ处的轨道．Ｏ（ｘ，ｉ，∞）＝

｛Ｔｒｘｒ＝ｉ，ｉ＋１，…｝，Ｏ（ｘ，ｙ；０，∞）＝Ｏ（ｘ；０，∞）∪ Ｏ（ｙ；０，∞），如果对 ｘ∈ Ｘ，每一包含于

Ｏ（ｘ，０，∞）内的Ｃａｕｃｈｙ列在Ｘ内收敛，则称空间（Ｘ，ｄ）是 Ｔ轨道完备的．设 ｄＸ×Ｘ→ Ｒ＋，ｆ
Ｘ×Ｘ×Ｘ→Ｒ＋，记

δ（Ａ）＝ｓｕｐ｛ｄ（ｘ，ｙ）ｘ，ｙ∈ＡＸ｝

δａ，ｆ（Ａ）＝ｓｕｐ｛ｆ（ｘ，ｙ，ａ）｝ｘ，ｙ，ａ∈ＡＸ｝

关于完备的２－距离空间等概念可在相关文献中查到．设

Φ１ ＝｛Φ Φ［０，＋∞）→［０，＋∞），ｌｉｍη→ｔｓｕｐ０≤η≤ｔ
Φ（η）＜ｔ，ｔ＞０｝；

Φ２ ＝｛Φ Φ［０，＋∞）→［０，＋∞），Φ（ｔ）＜ｔ，ｔ＞０｝；

Φ３ ＝｛Φ Φ［０，＋∞）→［０，＋∞），∑
∞

ｎ＝１
Φｎ（ｔ）＜∞，ｔ≥０｝；

Φ４ ＝｛Φ Φ［０，＋∞）→［０，＋∞）是递增函数，满足（ｃ１），（ｃ２）和（ｃ３）｝．

其中

（ｃ１）０＜Φ（ｔ）＜ｔ，ｔ＞０；

（ｃ２）函数ｐ（ｔ）＝
ｔ

ｔ－Φ（ｔ）
递减；

（ｃ３）对ｔ１ ＞０，积分∫
ｔ１

Ｄ
ｐ（ｔ）ｄｔ＜＋∞．

例１　在［０，＋∞）上取φ１（ｔ）＝ｋｔ，０＜ｋ＜１，φ２（ｔ）＝
ｔ
２＋ｔ，则φ１（ｔ），φ２（ｔ）∈Φ１，Φ２和Φ４，

φ１（ｔ）∈Φ３．
注１　易知若Φ∈Φ３或Φ∈Φ４，则Φ∈Φ２．由文献［１－２，４］可知，若Φ∈Φ１，则Φ∈Φ２；

若Φ∈Φ４，则Φ（ｔ）＝ｔｔ＝０．

引理１［１－２，４］　设Φ∈Φ１，则
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ｉ）Φ∈Φ２；

ｉｉ）设｛ａｎ｝ｎ≥０，｛ｂｎ｝ｎ≥０是两个非负实数列，满足ａｎ＋１≤Φ（ａｎ）＋ｂｎ，∑
∞

ｎ＝０
ｂｎ ＜∞，则ｌｉｍｎ→∞ａｎ ＝０．

２　主要结果

定理１　设（Ｘ，ｄ）是完备的２－距离空间，ＴＸ→Ｘ连续，ｆＸ×Ｘ×Ｘ→［０，＋∞）是对称
有界的连续函数．对ｘ∈Ｘ，ａ∈Ｘ，δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ；０，∞））＜∞，δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））＜∞，若存在正
整数ｐ，ｑ，使

∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（Ｔ
ｐｘ，Ｔｑｙ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ，ｙ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）

∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（Ｔ
ｐｘ，Ｔｑｙ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δａ（ＯＴ（ｘ，ｙ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（Ｔ
ｐｘ，Ｔｑｙ，∞））

Ψ（τ）ｄτ{
）

①

其中，Φ∈Φ１，φ∈Φ３，ΨＲ
＋＝［０，＋∞）→Ｒ＋是勒贝格可积且∫

０

ε

Ψ（ｔ）ｄｔ＞０，ε＞０，则Ｔ在Ｘ

中存在唯一不动点，而且对ｘ０∈Ｘ，迭代序列｛Ｔ
ｎｘ０｝收敛于这一不动点．

证明　设ｐ≥ｑ，对ｘ，ａ∈Ｘ，ｋ≥０，由式①有

∫
０

ｆ（Ｔｐｘ，Ｔｐ＋ｋｘ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ≤φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ，Ｔ
ｐ－ｑ＋ｋ
；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＝

　φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞）∪ＯＴ（Ｔ
ｐ－ｑ＋ｋｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）≤φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）

　∫
０

ｄ（Ｔｐｘ，Ｔｐ＋ｋｘ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δａ（ＯＴ（ｘ，Ｔ
ｐ－ｑ＋ｋ
；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（Ｔ
ｐｘ，Ｔｑｙ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＝

　Φ（∫
０

δａ（ＯＴ（ｘ；０，∞）∪ＯＴ（Ｔ
ｐ－ｑ＋ｋｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞）∪ＯＴ（Ｔ
ｐ－ｑ＋ｋｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＝

　Φ（∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ



















 ）

由ｋ≥０的任意性可知，对ｘ，ａ∈Ｘ，有

∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（Ｔ
ｐｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）

∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（Ｔ
ｐｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ{
）

即ｘ，ａ∈Ｘ，有

∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）

∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ；ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ{
）

据此，对ｘ０∈Ｘ，可得

∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（Ｔ
ｍｐｘ０；ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（Ｔ
ｍｐｘ０；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）

∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（Ｔ
ｍｐｘ０；ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（Ｔ
ｍｐｘ０；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（Ｔ
ｍｐｘ０；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ{
）
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从而

∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ０；（ｍ＋１）ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ０；ｍｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ０；ｍｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ） ②

∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；（ｍ＋１）ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；ｍｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）≤φｍ＋１（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ） ③

将③代入②得

∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ０；（ｍ＋１）ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ０；ｍｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋φｍ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ） ④

如果存在 ｍ０ 使得∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ０；ｍ０ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ＝０，则 Ｔｍ０ｐｘ０ 是 Ｔ在 Ｘ中的不动点．如果

∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ０；ｍｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ＞０，取

∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ０；ｍｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ＝ａｍ，ｂｍ ＝φ
ｍ（∫

０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）

由式④和引理１可得

ｌｉｍ
ｍ→∞∫０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ０；ｍｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ＝０，ａ∈Ｘ

上式表明序列ｘｎ＝Ｔ
ｎｘ０是２－距离空间的Ｃａｕｃｈｙ列，依据Ｘ的完备性，可设ｘｎ→ｘ ∈Ｘ，由

Ｔ的连续性可知，ｘ 是Ｔ的不动点．设ｙ ∈Ｘ也是Ｔ的不动点，若∫
０

ｆ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ＞０，ａ∈Ｘ，

由φ∈Φ３，可有

∫
０

ｆ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ＝∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ，ｙ，０，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ，ｙ，０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＝

φ（∫
０

ｆ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ）＜∫
０

ｆ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ

所以∫
０

ｆ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ＝０．若∫
０

ｄ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ＞０，ａ∈Ｘ，由Φ∈Φ１，式①有

∫
０

ｄ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ＝∫
０

∫０
δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ，ｙ，０，∞））

Ψ（τ）ｄτ

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δａ，ｄ（ＯＴ（ｘ，ｙ，０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＋

φ（∫
０

δａ，ｆ（ＯＴ（ｘ，ｙ，０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＝Φ（∫
０

ｄ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ）＜∫
０

ｄ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ

所以∫
０

ｄ（ｘ，ｙ，ａ）

Ψ（τ）ｄτ＝０，从而ｘ ＝ｙ，即ｘ 是Ｔ的唯一不动点．证毕．

定理２　设（Ｘ，ｄ）是完备的度量空间，ＴＸ→Ｘ是连续映象，对ｘ∈Ｘ，δ（ＯＴ（ｘ；０，∞））＜

∞，若存在正整数ｐ，ｑ，使得

∫
０

ｄ（Ｔｐｘ，Ｔｑｙ）

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ，ｙ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ） ⑤

其中，Φ∈Φ４，ΨＲ
＋＝［０，＋∞）→Ｒ＋是勒贝格可积与可和的，即ａ，ｂ∈Ｒ＋，有∫

０

ａ＋ｂ

Ψ（τ）ｄτ≤

∫
０

ａ

Ψ（τ）ｄτ＋∫
０

ｂ

Ψ（τ）ｄτ且∫
０

ε

Ψ（τ）ｄτ＞０，ε＞０，则Ｔ在Ｘ中存在唯一不动点，而且对ｘ０∈Ｘ，迭

代序列｛Ｔｎｘ０｝收敛于这一不动点．
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证明　设ｐ≥ｑ．对ｘ∈Ｘ，ｋ≥０，由式⑤有

∫
０

ｄ（Ｔｐｘ，Ｔｐ＋ｋｘ）

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ，Ｔ
ｐ－ｑ＋ｋ
；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＝

Φ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ；０，∞）∪ＯＴ（Ｔ
ｐ－ｑ＋ｋｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）≤Φ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）

根据上式中ｋ≥０的任意性，有∫
０

δ（ＯＴ（Ｔ
ｐｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ），即

∫
０

δ（ＯＴ（ｘ；ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ）　　ｘ∈Ｘ ⑥

对ｘ０∈Ｘ，由式⑥可得∫
０

δ（ＯＴ（Ｔ
ｎｐｘ０；ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）≤Φ（∫
０

δ（ＯＴ（Ｔ
ｎｐｘ０；０，∞））

Ψ（τ）ｄτ），从而

∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；（ｎ＋１）ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤Φ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｎｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ） ⑦

如果存在 ｎ０∈ Ｚ
＋，使得∫

０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｎ０ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）＝０，则 Ｔｎ０ｐｘ０是 Ｔ在 Ｘ中的不动点，显然

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｔｎｘ０ ＝Ｔ

ｎ０ｐｘ０．如果ｎ∈Ｚ
＋，∫

０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｎｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ＞０．由式⑦可知，∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｎｐ，∞））

Ψ（τ）ｄ{ }τ是严
格递减的非负实数列，从而∫

０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｎｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ{ }）收敛．对ｍ，ｎ∈Ｚ＋，ｎ≤ｍ，由式⑦有

∫
０

ｄ（ｘｎ，ｘｍ）

Ψ（τ）ｄτ≤∑
ｍ－１

ｉ＝ｎ
∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｉｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ≤

∑
ｍ－１

ｉ＝ｎ

∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｉｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｉｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ－∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；（ｉ＋１）ｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）

∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｉｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ－Φ（∫
０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｉｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ）
≤∫∫０

δ（ＯＴ（ｘ０；ｎｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ

∫０
δ（ＯＴ（ｘ０；ｎｐ，∞））

Ψ（τ）ｄτ
ｐ（ｔ）ｄｔ

由Φ∈Φ４易知，｛ｘｎ ＝Ｔ
ｎｘ０｝是Ｘ中的Ｃａｕｃｈｙ列．由Ｘ的完备性，可设ｘｎ→ｘ ∈Ｘ，易证ｘ

是Ｔ的唯一不动点．证毕．

３　结语

轨道压缩映象和积分型压缩映象是两类比较广泛的非线性映象，本文将两者结合，在完备度

量空间和２－距离空间中分别研究积分型轨道压缩映象不动点的存在性，借助相关引理建立了积
分型轨道压缩映象不动点的存在性定理，最终将相关文献中的结果推广到了积Φ－φ－型轨道压
缩映象类和积分Ａｌｔｍａｎ型轨道压缩映象类的情形，扩展了相关定理的适用范围．
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