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摘要：针对３ＲＳＲ并联机构在运动过程中的奇异位形，提出了一种基于螺旋理
论、几何代数法和空间线性几何理论的新方法，对３ＲＳＲ并联机构的全姿态多
运动模式进行奇异性分析．该方法首先运用螺旋理论求出３ＲＳＲ并联机构的完
整雅克比矩阵，然后通过代数法和几何作图法表示出机构各分支的反螺旋，再

结合空间线性几何理论分析反螺旋相关性，得出固定模式下机构的奇异性图

解，由此对全姿态多运动模式进行奇异性分析．结果表明，该方法能够更加简
洁、直观地表示出３ＲＳＲ并联机构在两种运动模式下的奇异位形，且不需要大
量计算，也适用于其他多模式移动并联机构的奇异位形求解．
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０　引言

并联机构［１］具有承载力高、精度高等优点，

被普遍应用于加工、制造、检测、物流等行业，近

年来多应用于移动机构或作为移动机器人的腿

部机构，形成“移动的并联机构”［２－３］．国内比较

具有代表性的移动并联机构主要包括：一个或

多个支链［４］直接作为移动机构或移动机器人的

腿的并联机构；以田耀斌［５］为代表提出的全姿

态多模式移动并联机构．由于并联机构自身的

结构特点，在工作过程中会不可避免地出现各

种不利于机构运动的奇异位形［６］，不能实现所

要求的自由度．为了在机构设计过程中尽量避

免奇异位形的出现，国内外研究人员提出了各

种奇异位形分析方法［７－１６］．但这些方法大多是

根据雅克比矩阵行列式的值是否为零或雅克比

矩阵是否降秩来判断机构是否具有奇异性，对

于比较复杂的雅克比矩阵，计算繁琐，工作量

大，不具有普遍适用性．文献［１７］首次将线几

何法应用于并联机构的研究，该方法勿需计算

雅克比矩阵行列式的秩，计算量小，判断直观、

简便，但并未涉及机构的奇异性分析．文献［５］

分析了具有全姿态多模式移动３ＲＳＲ并联机

构的不同运动模式，但仅研究了机构多模式移

动的方式，并未涉及机构多模式移动过程中驱

动的选择和控制，以及奇异位形问题．

鉴于此，本文拟采用螺旋理论、几何代数法

与空间线性几何理论相结合的方法［１６］，求解机

构在固定模式下的奇异性图解，并以此为依据

进行３ＲＳＲ并联机构全姿态多运动模式的奇
异性分析，旨在指导机构设计中驱动的选择与

控制，规避或利用奇异位形点，同时为机构步态

规划提供理论依据．

１　机构描述与自由度分析

１．１　机构描述
图１为具有缩放平台的３ＲＳＲ并联机构简

图．由Ｐ副组成的两个可缩放等边三角形构成
该机构的上下平台，每个平台均由３个“Ｖ”形
连杆通过Ｐ副相连形成一个等边三角形．上平
台和下平台通过３个完全相同的 ＲＳＲ支链连
接，且支链中两个转动副的轴线平行．当机构作
为传统模式并联机构时，下平台固定作为基础

平台，上平台作为动平台；当机构作为多运动模

式并联机构时，上下平台交替与地面接触，形成

全姿态多模式移动并联机构．
１．２　自由度分析

当下平台作为基础平台时，由于平台的缩

放运动与支链的运动是分离的，因此机构的整

体自由度即为固定平台的３ＲＳＲ并联机构的
自由度加上两个平台的自由度．

当上下平台移动副锁定时，３ＲＳＲ并联机
构为非过约束机构［１７］，其自由度为

Ｍ ＝ｄ（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＋ｖ－ξ
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图１　 ３ＲＳＲ并联机构简图

Ｆｉｇ．１　３ＲＳＲｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍ

其中，Ｍ表示机构的自由度，ｎ表示包括机架的

构件数目，ｇ表示运动副的数目，ｆｉ表示第ｉ个运

动副的自由度，ｖ表示并联冗余约束，ξ表示局

部自由度．根据图１代入相应的数据计算，机构

此时的自由度为３．上下平台的移动副在实际

工况中为同步缩放，故上下平台总的自由度为

２，机构总体自由度为５．

２　机构奇异性分析方法

螺旋理论是建立机构雅克比矩阵的一种常

用理论，也是一种方法，本文通过螺旋理论求出

机构雅克比矩阵后，将雅克比矩阵进行抽象的

代数表达，转化为空间线图，再通过线性几何理

论判断其奇异性．

２．１　３ＲＳＲ并联机构完整螺旋雅克比矩阵的

构建

　　传统固定模式下，运用螺旋理论建立的具

有缩放平台的３ＲＳＲ并联机构的运动螺旋如

图２所示，其中，球铰 Ｇｉ等同于３个相交不共

面的旋转副（轴线 ２，ｉ，３，ｉ，４，ｉ），Ｐｉ点处和 Ｑｉ
点处的旋转副轴线分别用 １，ｉ和 ５，ｉ表示．３条支

链都是由５个单自由度的旋转副组成的关节

链，动平台的瞬时螺旋可以表示为 ５个瞬时螺

旋的线性组合：

图２　３ＲＳＲ并联机构的运动螺旋

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｔｉｏｎｓｐｉｒａｌｏｆ３ＲＳＲｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｃ＝β１，ｉ １，ｉ＋β２，ｉ ２，ｉ＋β３，ｉ ３，ｉ＋
β４，ｉ ４，ｉ＋β５，ｉ ５，ｉ　　ｉ＝１，２，３ ①

其中，βｊ，ｉ（ｊ＝１，２，…，５）表示第 ｉ条支链第 ｊ个

旋转副的角速度大小； ｊ，ｉ表示一个单位螺旋．

则第ｉ条支链的螺旋可以表示为

１，ｉ＝［ｓ１，ｉ；ＣＰｉ×ｓ１，ｉ］

２，ｉ＝［ｓ２，ｉ；ＣＧｉ×ｓ２，ｉ］

３，ｉ＝［ｓ３，ｉ；ＣＧｉ×ｓ３，ｉ］

４，ｉ＝［ｓ４，ｉ；ＣＧｉ×ｓ４，ｉ］

５，ｉ＝［ｓ５，ｉ；ＣＱｉ×ｓ５，ｉ］

其中，ｓ１，ｉ表示螺旋的原部，是一个线矢量．

用 ｒ，１，ｉ表示 １，ｉ，２，ｉ，３，ｉ，４，ｉ，５，ｉ五螺旋系的一

个反螺旋，反螺旋系的维数为１．根据共面的两

线矢互为反螺旋、螺旋的相逆性与坐标系选择

无关的原则［１８］，通过两线矢量交点方法求各分

支的约束反螺旋．

２．１．１　约束子矩阵　由空间几何关系可知，各

支链的反螺旋为一个通过球铰 Ｇｉ的线矢量

ＧｉＤＤｉ（节距为零），且让它和过 Ｐｉ的矢量 ｓ１，ｉ

（方向为 Ｕｎｉｔ（Ｐｉ＋２Ｐｉ＋１），表示矢量Ｐｉ＋２Ｐｉ＋１的

单位矢量）、过 Ｑｉ的矢量 ｓ５，ｉ（方向为 Ｕｎｉｔ

（Ｑｉ＋２Ｑｉ＋１）相交．Ｄ点为矢量 ｓ１，ｉ与矢量 ｓ５，ｉ间
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的交点，具体求解线矢量ＧｉＤＤｉ的过程参见文
献［１６］．

基于上述求解方法可以得到反螺旋 ｒ，１，ｉ，

其表达式为

ｒ，１，ｉ＝［Ｕｎｉｔ（ＧｉＤＤｉ）；ＣｉＧｉ×Ｕｎｉｔ（ＧｉＤＤｉ）］②

ｒ，１，ｉ是一个线矢量，用 ｒ，１，ｉ作式①两边的
互易积，得：

ｒ，１，ｉ°ｃ＝０

根据反螺旋理论，上式对每一个支链产生

一个等式（反螺旋）：

ＪＡ ｃ＝０
其中，ＪＡ是一个３×６的矩阵，称为约束雅克比
矩阵：

ＪＡ＝

（ＣＧ１×Ｕｎｉｔ（Ｇ１ＤＤ１）
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ１ＤＤ１）

Ｔ

（ＣＧ２×Ｕｎｉｔ（Ｇ２ＤＤ２）
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２ＤＤ２）

Ｔ

（ＣＧ３×Ｕｎｉｔ（Ｇ３ＤＤ３）
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２ＤＤ３）














Ｔ

其中，ＪＡ的每一行代表一个支链的关节施加一
个单位的约束力螺旋．
２．１．２　驱动子矩阵　当锁住机构的每条驱动
关节Ｐｉ副，每条支链变成只有４个自由度的旋
转副组成的关节链，反螺旋系的维数为２，且式
②表示的 ｒ，１，ｉ为反螺旋系的子集，可求另外一

个反螺旋 ｒ，２，ｉ，即该机构的驱动力螺旋．ｒ，２，ｉ与

１，ｉ ２，ｉ，３，ｉ ４，ｉ ５，ｉ的互易积为零，但与 １，ｉ的互

易积不能为零．让该螺旋通过点Ｇｉ和Ｑｉ即可，即：

ｒ，２，ｉ＝［Ｕｎｉｔ（Ｇ１Ｑ１）；ＣＧ１×Ｕｎｉｔ（Ｇ１Ｑ１）］

ｒ，２，ｉ是一个线矢量，用 ｒ，２，ｉ作式①两边的
互易积，得：

ｒ，２，ｉ°ｃ＝β１，ｉ ｒ，２，ｉ°１，ｉ ③

式③对每一个支链产生一个等式：
Ｊｘ ｃ＝Ｊｑｑ ④

其中：

Ｊｑ＝

ｒ，２，１°１，１ ０ ０

０ ｒ，２，２°１，２ ０

０ ０ ｒ，２，３°１，











３

ｑ＝［β１，１　β１，２　β１，３］
Ｔ

式④左右两边同乘以Ｊ－１ｑ ，得：
ｑ＝Ｊａ ｃ

其中：

Ｊａ＝Ｊ
－１
ｑ Ｊｘ＝

（ＣＧ１×Ｕｎｉｔ（Ｇ１Ｑ１））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ１Ｑ１）

Ｔ
ｒ，２，１°１，１

（ＣＧ２×Ｕｎｉｔ（Ｇ２Ｑ２））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２Ｑ２）

Ｔ
ｒ，２，２°１，２

（ＣＧ３×Ｕｎｉｔ（Ｇ３Ｑ３））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２Ｑ３）

Ｔ
ｒ，２，３°１，













３

Ｊｘ＝

（ＣＧ１×Ｕｎｉｔ（Ｇ１Ｑ１））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ１Ｑ１）

Ｔ

（ＣＧ２×Ｕｎｉｔ（Ｇ２Ｑ２））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２Ｑ２）

Ｔ

（ＣＧ３×Ｕｎｉｔ（Ｇ３Ｑ３））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２Ｑ３）














Ｔ

Ｊｘ是一个３×６的矩阵，称为驱动雅克比矩

阵，是动平台的线速度和角速度到驱动关节之

间的映射．

２．１．３　螺旋及其空间表达　机构的约束子矩

阵和驱动子矩阵可以写成一个完整的６×６矩

阵，即机构的完整雅克比矩阵螺旋表达式为

Ｊｗ＝

（ＣＧ１×Ｕｎｉｔ（Ｇ１ＤＤ１））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ１ＤＤ１）

Ｔ

（ＣＧ２×Ｕｎｉｔ（Ｇ２ＤＤ２））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２ＤＤ２）

Ｔ

（ＣＧ３×Ｕｎｉｔ（Ｇ３ＤＤ３））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２ＤＤ３）

Ｔ

（ＣＧ１×Ｕｎｉｔ（Ｇ１Ｑ１））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ１Ｑ１）

Ｔ

（ＣＧ２×Ｕｎｉｔ（Ｇ２Ｑ２））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ２Ｑ２）

Ｔ

（ＣＧ３×Ｕｎｉｔ（Ｇ３Ｑ３））
Ｔ Ｕｎｉｔ（Ｇ３Ｑ３）



























Ｔ

⑤

２．２　机构奇异性判断
并联机构发生奇异的根本原因是，机构的

各个分支作用在操作末端的力螺旋矢量线性相

关，从而不能实现所要求的自由度．通过上面的

分析，可以将机构的完整雅克比矩阵进行空间

线图表达，而空间线性几何理论是研究空间矢

量的线性相关性的系统理论［７］，可以判定机构

在不同姿态下螺旋矢量表达的相关性．

当３ＲＳＲ并联机构上下平台的转动轴线

·１９·



　２０２０年５月 第３５卷 第３期

不相互平行时，依据空间线性几何理论，用作图

法可以表示出机构在运动过程一般位置时某一支

链的约束反螺旋和驱动反螺旋（见图３和图４）．

该方法使机构奇异性的空间表达更加直

观，避免了繁琐的计算过程．同时，也为找出具

有多种移动模式的并联机构在运动过程中的奇

异性提供了一种新的思路．

３　固定模式下具有缩放平台的３ＲＳＲ
并联机构奇异性图解

　　根据式⑤画出机构约束反螺旋和驱动反螺

旋在空间上的矢量表达．约束反螺旋可以看成

图３　约束反螺旋空间几何表达

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｒｅｃｉｐｒｏｃａｌｓｃｒｅｗｓｐａｃｅ

是节距ｈ＝０的线矢量，表示对机构的约束力；

驱动反螺旋可以看成节距 ｈ＝∞的偶量，表示

对机构的约束力偶．根据文献［１８］螺旋的相关

性和相逆性结论，可得到３ＲＳＲ并联机构在固

定模式下５种情况（一般位置、３个球副完全重

合、连接杆和上平台在同一平面、连接杆在空间

两两平行、连接杆和驱动杆轴线重合）的约束

反螺旋和驱动反螺旋的相关性，即机构的约束

奇异和驱动奇异．５种情况的机构空间螺旋的

表达如图５—９所示，具体分析过程如下．

情况一：当机构处于一般位置时，根据空间

图４　驱动反螺旋空间几何表达

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ｄｒｉｖｉｎｇｒｅｃｉｐｒｏｃａｌｓｃｒｅｗｓｐａｃｅ

图５　一般位置下机构空间螺旋的表达

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐａｃｅｓｃｒｅｗｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍａｔａｇｅｎｅｒａｌｐｏｓｉｔｉｏｎ

·２９·
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图６　３个球副完全重合时机构空间螺旋的表达

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐａｃｅｓｃｒｅｗｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｈｅｎｔｈｅｔｈｒｅｅ

ｓｐｈｅｒｉｃａｌｐａｉｒｓａｒｅｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｏｖｅｒｌａｐｐｅｄ

图７　连接杆和上平台在同一平面时机构空间螺旋的表达

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐａｃｅｓｃｒｅｗｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｈｅｎ

ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｒｏｄａｎｄｕｐｐｅｒｐｌａｔｆｏｒｍａｒｅｉｎｔｈｅｓａｍｅｐｌａｎｅ

图８　连接杆在空间两两平行时机构空间螺旋的表达

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐａｃｅｓｃｒｅｗｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｈｅｎｔｈｅｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｒｏｄｉｓｐａｒａｌｌｅｌｔｏｅａｃｈｏｔｈｅｒ

·３９·
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图９　驱动杆和连接杆轴线

重合时机构空间螺旋的表达

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐａｃｅｓｐｉｒａｌｏｆｔｈｅ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｈｅｎｔｈｅａｘｅｓｏｆｔｈｅｄｒｉｖｉｎｇｒｏｄ

ａｎｄｔｈｅｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｒｏｄｃｏｉｎｃｉｄｅ

线性几何理论，空间线矢的最大线性无关数为

３，偶量在空间任意情况的最大线性无关数为

３．由图５可知，在一般模式下，机构的约束反螺

旋和驱动反螺旋都线性无关，机构不存在约束

奇异和结构奇异．

情况二：当机构的３个球副完全重合时，根

据空间线性几何理论，空间３条线矢共面汇交

一点，此时的最大线性无关数为 ２．由图 ６可

知，３条约束反螺旋线性相关，产生约束奇异；

３条驱动反螺旋为偶量，最大线性无关数为３，

无结构奇异．

情况三：当３ＲＳＲ并联机构连接杆和上平

台在同一平面时，根据线几何理论，空间线矢的

最大线性无关数为３，空间同一平面内的偶量

最大线性无关数为２．由图７可知，机构３条支

链的驱动反螺旋线性相关，机构不存在约束奇

异，但存在结构奇异．

情况四：当机构的连接杆在空间两两平行

时，根据空间线性几何理论，空间３条偶量相互

平行的最大线性无关数为１．由图８可知，机构

３条支链的驱动反螺旋线性相关，机构存在结

构奇异，但不存在约束奇异．

情况五：当机构的驱动杆与连接杆轴线重

合时，根据空间线性几何理论，空间线矢的最大

线性无关数为３，此时机构不存在约束奇异；机

构分支的驱动反螺旋不存在，机构存在结构

奇异．

４　全姿态多运动模式移动 ３ＲＳＲ并
联机构奇异性分析

　　在移动机构和移动机器人的设计中，充分

利用并联机构平台与支链的运动关系，结合并

联平台多操作模式的思想［１９］，集成多种运动模

式在一个移动并联机构上，让支链与平台均参

与机构的滚动、步行、自穿越等运动，可形成全

姿态多运动模式移动并联机构．

本文提出的全姿态多运动模式移动３ＲＳＲ

并联机构由于自身结构特点，可实现多方向滚

动、自穿越等模式［５］，但机构在实现这些运动模

式时，驱动的选择与机构的奇异性尚不明确．机

构在实现滚动运动和自穿越运动的过程中，每

一次步态的转变可以把与地面相连接的杆件所

形成的面看成是静平台，同时机构其他杆件的

运动可以看成是动平台运动．基于这一思想，上

文求出的３ＲＳＲ并联机构的５种奇异位形，可

以为机构在全姿态移动过程中的每一次步态转

换规避或利用奇异时选择最合适的关节或驱动

杆提供理论依据．

４．１　滚动模式奇异性分析
图１０为３ＲＳＲ移动并联机构在滚动模式

下一个周期的运动步态．根据上下平台在滚动

过程中的位置，一个滚动周期可以分为７个位

姿．其中Ⅰ—Ⅱ，Ⅲ—Ⅳ，Ⅴ—Ⅵ的位姿转换可

以看作是固定模式下机构的运动．在Ⅱ—Ⅲ，

Ⅳ—Ⅴ，Ⅵ—Ⅶ的位姿转换中，机构结构保持不

变，只有重心移动，在这个过程中没有奇异

位形．

从步态１到步态２的运动过程如图１１所

·４９·
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图 １０　３ＲＳＲ移动并联机构在滚动模式下

一个周期的运动步态

Ｆｉｇ．１０　Ｏｎｅｃｙｃｌｅｍｏｔｉｏｎｇａｉｔｏｆ３ＲＳＲ

ｍｏｖｉｎｇｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｉｎｒｏｌｌｉｎｇｍｏｄｅｌ

示．由图１１可知，在步态１到步态２的运动过

程中，机构在位姿Ⅰ时以 Ａ，Ｂ，Ｃ３点形成的平

面为定平台，通过驱动杆ＡＤ和ＣＦ使得机构重

心在地面上的投影落在平面 ＡＢＣ外．在重心作

用下，机构滚动到位姿Ⅱ；锁定机构各杆，在重

力作用下，机构保持固定形态，以 ＡＣ杆为转动

轴线，到达位姿Ⅲ．根据３ＲＳＲ并联机构在固

定模式下的奇异位形分析可知，机构在图１１的

运动过程中无奇异位形．

步态２到步态３的运动过程如图１２所示．

由图１２可知，在步态２到步态３的运动过程

中，机构在位姿Ⅲ时以 ＡＤＣＦ四点形成的平面

为定平台，通过驱动杆ＧＤ和ＩＦ使得机构重心

在地面上的投影落在平面 ＡＣＦＤ外，到达位姿

Ⅳ．在这个过程中，机构可能出现杆 ＢＥ和杆

ＥＨ共线的情况，从而出现奇异位形（见图１３）．

图１１　步态１到步态２的运动过程图

Ｆｉｇ．１１　Ｍｏｖｅｍｅｎｔｐｒｏｃｅｓｓｄｉａｇｒａｍｏｆｇａｉｔ１ｔｏｇａｉｔ２

图１２　步态２到步态３的运动过程图

Ｆｉｇ．１２　Ｍｏｖｅｍｅｎｔｐｒｏｃｅｓｓｄｉａｇｒａｍｏｆｇａｉｔ２ｔｏｇａｉｔ３

图１３　步态２到步态３出现的约束奇异位形

Ｆｉｇ．１３　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｉｎｇｕｌａｒｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｇａｉｔ２ｔｏ３

因此在这一过程中，选择杆ＢＥ和杆ＥＨ的电机

作驱动，转动一定角度到达位姿Ⅳ，然后锁定各

驱动电机，机构以固定形态在重力的作用下绕

杆ＤＦ转动到达位姿Ⅴ．

步态３到步态４的运动过程如图１４所示．

由图１４可知，在步态３到步态４的运动过程

中，机构在位姿Ⅴ时以 ＤＦＩＧ四点形成的平面

为定平台，通过驱动杆 ＡＤ和 ＣＦ上的电机，使

机构重心在地面的投影落在平面 ＤＦＩＧ外，到

·５９·
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达位姿Ⅵ．整个过程中未出现奇异位形，之后机

构在重力的作用下绕着杆 ＧＩ转动，到达位

姿Ⅶ．

基于上述机构滚动模式中一个周期变化的

分析可以发现，全姿态多模式移动３ＲＳＲ并联

机构的滚动运动基于ＺＭＰ原理，即通过改变机

构构型实现重心移动来实现某一方向的滚动．

每一个步态转换的实现可分为两个阶段：

机构构型的重心改变阶段和翻滚阶段．在重心

改变阶段，机构的一个平台与地面接触，此时机

图１４　步态３到步态４的运动过程图

Ｆｉｇ．１４　Ｍｏｖｅｍｅｎｔｐｒｏｃｅｓｓｄｉａｇｒａｍｏｆｇａｉｔ３ｔｏｇａｉｔ４

构的上平台相对于下平台的运动可以看作传统

固定平台下的机构运动模式，因此３ＲＳＲ并联

机构在固定模式下的各种奇异位形在此运动模

式下均适用；在因转移实现翻滚的阶段，机构构

型是发生变化的，但重心相对于机构自身未发

生改变，因此，在滚动模式中只需分析机构重心

前移的过程．分析滚动模式下可能出现的各种

奇异位形，可为机构在全姿态移动过程中驱动

电机的选择与利用提供理论依据．

４．２　自穿越模式奇异性分析
自穿越模式下一个周期的运动步态如图

１５所示．该过程可以看作是上下平台的交替过

程，可选择合适的关节来驱动，以避免机构可能

出现的奇异位形．根据３ＲＳＲ并联机构在固定

模式下的分析可知，自穿越模式下的奇异位形

如图１６所示．

步态１时机构处于图１６ａ）所示的奇异位

形，此时选择驱动杆ＢＥ，ＣＦ，ＡＤ的３个电机作

图１５　自穿越模式下一个周期的运动步态

Ｆｉｇ．１５　Ａｃｙｃｌｅｍｏｔｉｏｎｇａｉｔｉｎｓｅｌｆｔｒａｖｅｒｓｉｎｇｍｏｄｅ

图１６　自穿越模式下的奇异位形

Ｆｉｇ．１６　Ｓｉｎｇｕｌａｒｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｉｎｔｈｅｓｅｌｆｔｒａｖｅｒｓａｌｍｏｄｅ

·６９·
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为驱动电机，上平台电机工作，同步收缩驱动杆

ＢＥ，ＣＦ，ＡＤ向中心方向同步转动．其他杆件驱

动锁定不变，机构可以很好地由步态１到达步

态２．

在步态２时，机构处于结构奇异状态（见图

１６ｂ）），此时选择驱动杆 ＢＥ，ＣＦ，ＡＤ的３个电

机工作，上下平台的电机和连杆电机均不工作，

机构可从步态２到达步态３．

当机构运动到步态３时，根据３ＲＳＲ并联

机构在固定模式下的各种奇异图解可知，机构

无奇异位形，选择驱动杆 ＢＥ，ＣＦ，ＡＤ的３个电

机工作，上下平台的电机和连杆电机均不工作．

当机构运动到步态４时，机构产生约束奇

异（见图１６ｃ）），此时由于驱动奇异，机构产生

结构奇异（见图１６ｄ））．机构出现物理意义上的

卡死现象，此时改变机构驱动，驱动杆３个电机

锁死，选择连接杆ＥＨ，ＦＩ，ＧＤ的３个电机工作，

上平台收缩到最小状态，此时机构通过连接杆

的驱动到达步态５．

当机构运动到步态５时，由３ＲＳＲ并联机

构在固定模式下的各种奇异图解可知，此时机

构处于奇异位形，需要锁定所有的驱动，避免机

构在此位形失稳．

在该模式下，机构的自穿越过程可以看成

是上下平台交替与地面接触转换的过程．每一

次当一个平台与地面接触、另一平台作相对运

动时，机构的奇异位形与３ＲＳＲ并联机构在固

定模式下的各奇异位形均可一一对应．机构在

自穿越整个运动过程中，均需要利用特殊点的

奇异位形，因而选择每一步态的驱动电机很关

键，因为驱动电机的选择与分时控制均会影响

到每一步态的实现．在自穿越运动的过程中，每

一次姿态转换均需要考虑图１６中列出的可能

奇异位形．此外，通过选择机构驱动器和规划运

动步态，还可以避免或利用这些奇异位形．

５　结语

本文采用螺旋理论、几何代数法和空间线

性几何理论相结合的方法，对多模式移动

３ＲＳＲ并联机构在运动过程中的奇异位形进行

探索．通过几何代数法推导出机构的完整雅克

比矩阵，结合空间线性几何理论的相关知识，对

机构全姿态移动模式下的奇异位形进行分析，

得出两种运动模式下机构奇异位形图．这种将

机构雅克比矩阵运动螺旋进行空间线图表示，

再通过线几何判断运动螺旋线图的相关性来确

定机构奇异位形的方法，与其他研究方法相比，

更加简便、直观，不需要大量计算，为机构驱动

的选择与电机的分时控制提供了理论依据．更

重要的是，该方法建立了并联机构拓扑机构与

奇异位形的联系，通过适当的拓扑机构优化，可

以得到主动避免奇异位形的并联机构，对改进

奇异位形的并联机构设计具有指导意义．
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