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分数阶单摆多混沌系统的降阶同步
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摘要：通过对建立的单摆微分系统进行降阶处理，获得了单摆多混沌系统降阶

同步的充分条件，研究表明，在合适的控制器下分数阶单摆多混沌系统是降阶

同步的，数值仿真结果进一步验证了该降阶方法的有效性．
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０　引言

混沌同步自１９６０年代被提出以来就备受

关注，并已取得丰硕的研究成果，如反演滑模同

步、积分滑模同步、反步滑模同步、终端滑模同

步、比例积分滑模同步、有限时间同步、非线性

系统同步、模糊系统同步等［１－１０］．伴随着分数

阶微积分的发展和系统建模的需要，分数阶系

统的同步问题受到了广泛关注．文献［１１］研究

了具有不确定参数的驱动响应系统有限时间结

构辨识与混沌同步，获得了同步时间的大小估

计和系统参数辨识；文献［１２］利用滑模方法研

究了分数阶ＤｕｆｆｌｉｎｇＶａｎｄｅｒｐｏｌ混沌系统的同

步问题，给出了控制器的选取方法和适应律的

设计方案；文献［１３］基于转移函数滑模方法研

究了一类混沌系统的同步问题，给出了滑模面

的选取方法和控制器的设计方案；文献［１４－

１５］研究了一类分数阶 ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的滑

模同步，得到分数阶ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ混沌系统取得

滑模同步的充分性结论．而单摆混沌系统作为

一类常见的物理系统，也引起了众多学者的高

度关注．文献［１６］研究了单摆系统的动力学分

析和混沌运动，给出了单摆系统的混沌分析与

动力学解析；文献［１７］研究了单摆保守系统中

的复杂结构，文献［１８］研究了单摆系统多参数

混沌边缘，得到了单摆产生混沌的条件；文献

［１９］研究了分数阶单摆系统的滑模同步，得到

单摆主从系统取得滑模同步的充分条件．然而，

关于单摆多混沌方面的研究成果还鲜有报道．鉴

于此，本文拟对分数阶和整数阶两个单摆组成的

多混沌系统的降阶同步问题进行研究，将四阶分

数阶单摆多混沌系统转化为一阶系统，给出主、

从系统取得混沌同步的相关研究结果，以期为单

摆混沌系统的同步控制研究提供思路和解决问

题的方法．

１　基础知识

定义１［２０］　Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义为

ｃＤαｔ０，ｔ＝Ｄ
－（ｎ－α）
ｔ０，ｔ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）ｎ－α－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ

ｎ－１＜α＜ｎ∈Ｚ＋

２　主要结果

分数阶单摆混沌系统方程如下：

Ｄαｔｘ１ ＝ｘ２

Ｄαｔｘ２ ＝－γｘ２－ｇｌ
－１ｓｉｎｘ{

１

其中，Ｄαｔ表示α阶微分，０＜α＜１；γ为阻尼系
数；ｇ为重力加速度；ｌ为摆长．

以分数阶两个单摆组成的多混沌系统作为

主系统，即

Ｄαｔｘ１ ＝ｘ２

Ｄαｔｘ２ ＝－γ１ｘ２－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｘ１

Ｄαｔｘ３ ＝ｘ４

Ｄαｔｘ４ ＝－γ２ｘ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｘ













３

①

设计从系统为

Ｄαｔｙ１ ＝ｙ２

Ｄαｔｙ２ ＝－γ１ｙ２－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｕ１

Ｄαｔｙ３ ＝ｙ４

Ｄαｔｙ４ ＝－γ２ｙ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｕ













２

②

其中，耦合函数 ｙ＝［ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４］
Ｔ，ｕｉ为控
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制器．

定义系统误差ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ－ｘｉ，得到误差系

统为

Ｄαｔｅ１ ＝ｅ２

Ｄαｔｅ２ ＝－γ１ｅ２－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１＋ｕ１

Ｄαｔｅ３ ＝ｅ４

Ｄαｔｅ４ ＝－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ３＋ｕ













２

③

因为 Ｄαｔｚ１ ＝Ｄαｔ（ｅ１ ＋ｅ３）＝－（ｅ１ ＋ｅ３）＋

（ｅ１＋ｅ２＋ｅ３＋ｅ４），令ｚ１ ＝ｅ１＋ｅ３，ｚ２ ＝ｅ１＋ｅ２＋

ｅ３＋ｅ４，则上述系统③可转化为二阶系统

Ｄαｔｚ１＝－ｚ１＋ｚ２

Ｄαｔｚ２＝（ｅ２－γ１ｅ２－ｇｌ
－１
１ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ｓｉｎｘ１＋

　ｕ１）＋（ｅ４－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ｓｉｎｙ３＋

　ｇｌ－１２ｓｉｎｘ３＋ｕ２













）

④

令ｗ＝ｚ１＋ｚ２，则系统④可进一步降阶为如

下一阶系统：

Ｄαｔｗ＝Ｄ
ｑ
ｔ（ｚ１＋ｚ２）＝－ｚ１＋ｚ２＋

（ｅ２－γ１ｅ２＋ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１＋ｕ１）＋

（ｅ４－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ３＋ｕ２）＝

－（ｚ１＋ｚ２）＋２ｚ２＋

（ｅ２－γ１ｅ２－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１＋ｕ１）＋

（ｅ４－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ３＋ｕ２）

即

Ｄαｔｗ＝－ｗ＋２（ｅ１＋ｅ３）＋３（ｅ２＋ｅ４）＋

（－γ１ｅ２－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１＋ｕ１）＋

（－γ２ｅ４－ｇｌ２
－１ｓｉｎｙ３＋ｇｌ２

－１ｓｉｎｘ３＋ｕ２）

⑤

引理１　对于系统③，如果满足ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｅ１＋ｅ３）＝

０，则ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ１ ＝ｌｉｍｔ→∞ｅ２ ＝ｌｉｍｔ→∞ｅ３ ＝ｌｉｍｔ→∞ｅ４ ＝０成立．

证明　因为ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｅ１＋ｅ３）＝０，则ｌｉｍｔ→∞ｅ１＝０，进

而ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ３ ＝０．又因为ｌｉｍｔ→∞Ｄ

ｑ
ｔ（ｅ１ ＋ｅ３） ＝０，即

ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｅ２＋ｅ４）＝０，所以ｌｉｍｔ→∞ｅ２＝０，从而得到ｌｉｍｔ→∞ｅ４ ＝０．

引理２　对于系统④，如果满足ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｚ１＋ｚ２）＝

０，则ｌｉｍ
ｔ→∞
ｚ１ ＝ｌｉｍｔ→∞ｚ２ ＝０成立．

证明　如果ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｚ１＋ｚ２）＝０，则可得ｌｉｍｔ→∞ｚ１ ＝

－ｌｉｍ
ｔ→∞
ｚ２ ＝０，从而Ｄ

ｑ
ｔｚ１ ＝－ｚ１＋ｚ２等价于Ｄ

ｑ
ｔｚ１ ＝

－２ｚ１，因而有ｌｉｍｔ→∞ｚ１＝ｌｉｍｔ→∞ｚ２＝０．

定理１　如果满足

ｕ１（ｔ）＝－２ｅ１－３ｅ２＋γ１ｅ２＋ｇｌ
－１
１ｓｉｎｙ１－ｇｌ

－１
１ｓｉｎｘ１

ｕ２（ｔ）＝－２ｅ３－３ｅ４＋γ２ｅ４＋ｇｌ
－１
２ｓｉｎｙ３－ｇｌ

－１
２ｓｉｎｘ３

则系统①与②是混沌同步的．

证明　构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ（ｔ）＝１２ｗ
２，对

该函数求分数阶导数，得到

ＤｑｔＶ（ｔ）≤ｗＤ
ｑ
ｔｗ≤

ｗ［－ｗ＋２（ｅ１＋ｅ３）＋３（ｅ２＋ｅ４）＋

（－γ１ｅ２－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１＋ｕ１）＋

（－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ３＋ｕ２）］≤

－ｗ２ ＜０

由引理 ２可知，ｌｉｍ
ｔ→∞
ｗ ＝０，所以ｌｉｍ

ｔ→∞
ｚ１ ＝

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｚ２ ＝０，根据引理１，从而得到ｌｉｍｔ→∞ｅ１ ＝ｌｉｍｔ→∞ｅ２ ＝

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ３ ＝ｌｉｍｔ→∞ｅ４ ＝０，证毕．

以由整数阶两个单摆组成的多混沌系统作

为主系统，即

ｘ１ ＝ｘ２
ｘ２ ＝－γ１ｘ２－ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１

ｘ３ ＝ｘ４
ｘ４ ＝－γ２ｘ４－ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ













３

⑥

设计从系统为

ｙ１ ＝ｙ２
ｙ２ ＝－γ１ｙ２－ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｕ１

ｙ３ ＝ｙ４
ｙ４ ＝－γ２ｙ４－ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｕ













２

⑦

定义系统误差ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ－ｘｉ，得到误差系统
ｅ１＝ｅ２
ｅ２＝－γ１ｙ２＋γ１ｘ２－ｇｌ

－１
１ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ｓｉｎｘ１＋ｕ１

ｅ３＝ｅ４
ｅ４＝－γ２ｘ４＋γ２ｘ４－ｇｌ

－１
２ｓｉｎｙ３＋ｇｌ

－１
２ｓｉｎｘ３＋ｕ













２

⑧

因为 ｚ１ ＝（ｅ１＋ｅ３）＝－（ｅ１＋ｅ３）＋（ｅ１＋

ｅ２＋ｅ３＋ｅ４），令ｚ１＝ｅ１＋ｅ３，ｚ２＝ｅ１＋ｅ２＋ｅ３＋
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ｅ４，上述系统⑧可转化为二阶系统
ｚ１ ＝－ｚ１＋ｚ２
ｚ２ ＝（ｅ２－γ１ｅ２－ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１＋

　ｕ１）＋（ｅ４－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋

　ｇｌ－１２ ｓｉｎｘ３＋ｕ２













）

⑨

令ｗ＝ｚ１＋ｚ２，则系统⑨可进一步降阶为

如下一阶系统：

ｗ＝（ｚ１＋ｚ２）＝－ｚ１＋ｚ２＋

（ｅ２－γ^１ｙ２＋γ２ｘ２－ｇｌ
－１
１ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ｓｉｎｘ１＋ｕ１）＋

（ｅ４－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ３＋ｕ２）＝

－ｗ＋２（ｅ１＋ｅ３）＋３（ｅ２＋ｅ４）＋

（－γ１ｅ２－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１＋ｕ１）＋

（－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ３＋ｕ２）＝

－（ｚ１＋ｚ２）＋２ｚ２＋

（ｅ２－γ１ｅ２－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｙ１＋ｇｌ

－１
１ ｓｉｎｘ１＋ｕ１）＋

（ｅ４－γ２ｅ４－ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３＋ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ３＋ｕ２）

定理２　如果满足

ｕ１（ｔ）＝－２ｅ１－３ｅ２＋γ１ｅ２＋ｇｌ
－１
１ｓｉｎｙ１－ｇｌ

－１
１ｓｉｎｘ１

ｕ２（ｔ）＝－２ｅ３－３ｅ４＋γ２ｅ４＋ｇｌ
－１
２ｓｉｎｙ３－ｇｌ

－１
２ｓｉｎｘ３

则系统⑥与⑦是混沌同步的．

证明　与定理１类似，此处不再详细证明．

３　数值仿真

以由两个分数阶单摆组成的多混沌系统为

例，利用预估校正方法进行数值仿真．

参考文献［１９］，选取系统参数为：ｇ＝９．８，

ｌ１ ＝１．２，ｌ２＝１．２５，γ１＝０．７６，γ２＝０．８４，α＝

０．８６；系统初始值设置为：ｘ１（０） ＝ ０．５，

ｘ２（０）＝１，ｘ３（０）＝－１，ｘ４（０）＝－１．２，ｙ１（０）＝

１．５，ｙ２（０）＝１．２，ｙ３（０）＝－２．１，ｙ４（０）＝１．５；

选取控制器为：ｕ１（ｔ）＝－２ｅ１ －３ｅ２ ＋γ１ｅ２ ＋

ｇｌ－１１ ｓｉｎｙ１－ｇｌ
－１
１ ｓｉｎｘ１，ｕ２（ｔ） ＝－２ｅ３ －３ｅ４ ＋

γ２ｅ４＋ｇｌ
－１
２ ｓｉｎｙ３－ｇｌ

－１
２ ｓｉｎｘ３，所得多混沌系统误

差仿真曲线如图１所示．从图１可以看出，系统

图１　多混沌系统误差仿真曲线

Ｆｉｇ．１　Ｅｒｒｏｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｍｕｌｔｉｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓ
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误差开始时刻相差较大，距坐标原点较远，随着

时间的延长，误差逐渐趋于一致，趋近于原点，

这表明单摆多混沌系统的驱动－响应系统实现

了混沌同步．

４　结论

本文将分数阶单摆多混沌系统降阶转化为

一阶系统，研究了分数阶单摆多混沌系统并把

研究结果推广到整数阶，给出了单摆混沌主从

系统实现同步的充分条件，数值仿真结果进一

步证明了该降阶方法的有效性．该方法适用于

非线性多混沌系统，可用于研究常见混沌系统

的同步问题．
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Ａ）（ＡＢ）＝０．

２　结语

本文利用共轭转置矩阵和参考文献［１］的

方法证明了适用于Ａ ＝－Ａ３的矩阵Ａ可以对

角化及属于Ａ的不同特征值的特征向量正交；

得到了该矩阵的可能特征值的具体值；给出了

公式（ＡＢ） ＝（ＡＢ）３和（ＡＢ） ＝

－（ＡＢ）３成立的充要条件，以及这种矩阵的

奇异值分解式．该研究结果在判定矩阵的稳定

性、线性矩阵方程求解、大型矩阵的简约表示及

图像压缩中都具有潜在的应用价值．
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