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摘要：利用矩阵特征值与其行列式的关系及矩阵的奇异值、张量积、张量和等概

念和理论，用另一种方法证明了文献［１］的定理２，研究了适合条件 Ａ ＝Ａ２的
矩阵Ａ的奇异值分解式及行列式，给出了适于这一条件的两个矩阵 Ａ与 Ｂ的
张量积也满足条件（ＡＢ） ＝（ＡＢ）２的一些基本结果，以及Ａ与Ａ的特征
值、特征向量之间的关系、矩阵Ａ的谱分解式等．
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０　引言

在不同情形下，人们会用到不同结构的矩

阵，其中，Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵就是一种结构特殊而应

用广泛的矩阵．受 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵的启发，文献

［１－２］分别对适合条件 Ａ ＝Ａ２和 Ａ ＝－Ａ３

的矩阵进行了研究，证明了这两类矩阵都是正

规矩阵，给出了它们的谱及一些性质．伴随着研

究的深入，又获得了对这两类矩阵的一些新认

识和进一步结果．本文拟在文献［１］的基础上，

对适合条件Ａ ＝Ａ２的矩阵Ａ的性质进行深入

挖掘，对矩阵的奇异值、行列式、张量积、张量和

等进行研究，进一步获得它的奇异值分解式、行

列式表示，给出适合此条件的两个矩阵Ａ，Ｂ的

张量积，也适合（ＡＢ） ＝（ＡＢ）２的基本结

果和（ＡＢ） ＝（ＡＢ）２的条件，以期丰富正

规矩阵的内容．伴随着对适合条件 Ａ ＝Ａ２矩

阵性质的进一步研究及与应用相联系，关于这

种矩阵的结果有望像 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵一样用于一

些理论研究和实际应用之中［３－７］．

１　基本结果

定理１　设Ａ∈Ｃｎ×ｎ，Ａ ＝Ａ２，ｒ（Ａ）＝ｒ≤

ｎ，则有如下结论成立：

１）σ（Ａ） ０，１，－１２＋
槡３
２ｉ，－

１
２－
槡３
２{ }ｉ．

２）Ａ有奇异值分解

ＵＡＶ＝
Ｅｒ ０[ ]０ ０

其中，Ｅｒ是ｒ阶单位矩阵；Ｕ，Ｖ是ｎ阶酉矩阵．

３）假定 Ａ具有全部 ４个特征值，λ１＝０，

λ２＝１，λ３＝－
１
２＋
槡３
２ｉ，λ４＝－

１
２－
槡３
２ｉ．属于第

一个特征值λ１＝０的全部单位正交的列特征向

量ｘ１，ｘ２，…，ｘｐ构成矩阵 Ｇ１＝ｘ１ｘ１ ＋ｘ２ｘ２ ＋…

＋ｘｐｘｐ ＝∑
Ｐ

ｉ＝１
ｘｉｘｉ，Ｇ２，Ｇ３，Ｇ４分别是由Ａ属于特

征值 λ２，λ３，λ４的单位正交的列特征向量按照

上述Ｇ１的构成而获得的矩阵．则 Ａ有如下谱

分解：

Ａ＝λ１Ｇ１＋λ２Ｇ２＋λ３Ｇ３＋λ４Ｇ４
这里ＧｉＧｊ＝δｉ，ｊＧｉ，ｉ，ｊ＝１，２，３，４．

４）Ａ ＝０ａ·１ｂ· －１２＋
槡３
２( )ｉ

ｃ

· －１２－
槡３
２( )ｉ

ｄ

＝

０ ａ≠０

－１２＋
槡３
２( )ｉ

ｃ

ａ＝ｄ＝０

－１２－
槡３
２( )ｉ

ｄ

ａ＝ｃ＝０

－１２＋
槡３
２( )ｉ

ｃ－ｄ

ａ＝０，ｃ＞ｄ

－１２－
槡３
２( )ｉ

ｄ－ｃ

ａ＝０，ｄ＞



















 ｃ

证明：１）由于 Ａ ＝Ａ２，所以 Ａ＝（Ａ）２．

设λ０＝ａ＋ｂｉ∈σ（Ａ），ａ，ｂ∈Ｒ，则存在α∈Ｃ
ｎ，α≠

０，使得 Ａα＝λ０α，于是 λ０α＝Ａα＝（Ａ）
２α＝

Ａ４α＝λ４０α，所以λ
４
０＝λ０．易得

λ＝０，１，－１２＋
槡３
２ｉ，－

１
２－
槡３
２ｉ
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即σ（Ａ） ０，１，－１２＋
槡３
２ｉ，－

１
２－
槡３
２{ }ｉ．

２）由文献［１］可知，Ａ为正规矩阵，故存在

ｎ阶酉矩阵 Ｗ，使 ＷＡＷ为对角阵，其中主对

角线上的元素为Ａ的特征值．又１，－１２＋
槡３
２ｉ，

－１２－
槡３
２ｉ是 Ａ满足 λ

３
０ ＝１的特征值，记

ｒ（Ａ）＝ｒ，故有 ＡＡ＝Ａ３ ＝Ｗｄｉａｇ｛１，…，１，

０，…，０｝Ｗ，其中对角矩阵主对角线上１的个

数为ｒ个，此式表明 ＡＡ仅以 １作为正特征

值，根据矩阵 Ａ奇异值分解及 ＡＡ特征值分

解的关系［８］，可知 Ａ有 ｒ个正奇异值１．于是，

存在ｎ阶酉矩阵Ｕ，Ｖ，使得

Ｕ－１ＡＶ＝ＵＡＶ＝
∑ｒ ０[ ]０ ０

＝
Ｅｒ ０[ ]０ ０

其中∑ｒ＝Ｅｒ是一般矩阵奇异值分解所不具

备的．

矩阵奇异值分解在线性系统理论、最小二

乘问题、广义逆矩阵、试验数据处理等方面具有

重要应用．若令 Ｕ＝［Ｕｎ，ｒ　Ｕｎ，ｎ－ｒ］，Ｖ ＝

Ｖｎ，ｒ

Ｖｎ，ｎ－







ｒ
，则Ａ＝Ｕ

Ｅｒ ０[ ]０ ０
Ｖ ＝Ｕｎ，ｒＶｎ，ｒ．

这种矩阵分解的紧凑形式，在线性多变量

控制系统中有重要应用［９］．

３）由于Ａ是正规矩阵，Ａ的属于不同特征

值的特征向量正交［１０］．现分别将Ａ的属于同一

特征值的列特征向量进行正交化和单位化，比

如，记λ２单位正交的列特征向量是 ｘ２１，ｘ２２…，

ｘ２ｐ２，其他特征值单位正交的列特征向量仿此方

法作出和标记，再将所有这些单位正交的特征

向量合并在一起，记为 ｘ１１，…，ｘ１ｐ１，ｘ２１，…，ｘ２ｐ２，

ｘ３１，…，ｘ３ｐ３，ｘ４１…，ｘ４ｐ４．

由此得到下面的ｎ阶酉矩阵

Ｕ＝［ｘ１１，…，ｘ１ｐ１，ｘ２１，…，

ｘ２ｐ２，ｘ３１，…，ｘ３ｐ３，ｘ４１，…，ｘ４ｐ４］

这时有

Ａ＝Ｕｄｉａｇ［λ１，…，λ１，λ２，…，λ２，

λ３，…，λ３，λ４，…，λ４］Ｕ

所以

Ａ＝λ１Ｇ１＋λ２Ｇ２＋λ３Ｇ３＋λ４Ｇ４
下面验证ＧｉＧｊ＝δｉｊＧｉ，ｉ，ｊ＝１，２，３，４．这里

仅验证ｉ＝ｊ＝１时，Ｇ１Ｇ１＝δ１１Ｇ１＝Ｇ１，其余情况

可类似证明．

Ｇ１Ｇ１＝

（ｘ１１ｘ１１＋…＋ｘ１ｐ１ｘ

１ｐ１）（ｘ１１ｘ


１１＋…＋ｘ１ｐ１ｘ


１ｐ１）＝

ｘ１１ｘ１１（ｘ１１ｘ１１＋…＋ｘ１ｐ１ｘ

１ｐ１）＋

ｘ１２ｘ１２（ｘ１１ｘ１１＋…＋ｘ１ｐ１ｘ

１ｐ１）＋…＋

ｘ１ｐ１ｘ

１ｐ１（ｘ１１ｘ


１１＋…＋ｘ１ｐ１ｘ


１ｐ１）＝

ｘ１１ｘ１１＋…＋ｘ１ｐ１ｘ

１ｐ１＝Ｇ１

４）依据矩阵行列式等于其特征值之积的

结论便可得此结果．

定理２　设Ａ∈Ｃｎ×ｎ，且Ａ ＝Ａ２，则

１）λ０∈σ（Ａ）珔λ０∈σ（Ａ）．

２）设０≠α∈Ｃｎ，α是 Ａ的特征向量α是

Ａ的特征向量．

证明：１）对于任意矩阵Ａ，由于 λ０Ｅ－Ａ ＝

λ０Ｅ－Ａ
Ｔ ＝ λ０Ｅ－Ａ

Ｔ ＝ 珔λ０Ｅ－Ａ ，且

λ０Ｅ－Ａ ＝０ 珔λ０Ｅ－Ａ ＝０，所以 λ０∈

σ（Ａ）珔λ０∈σ（Ａ）．

２）设０≠α∈Ｃｎ，满足Ａα＝λ０α，再由Ａ ＝

Ａ２可得Ａα＝Ａ２α＝Ａ（λ０α）＝λ０Ａα＝λ
２
０α，上

式表明α是Ａ属于特征值 λ２０的特征向量；再

设０≠α∈Ｃｎ，满足Ａα＝μα，由于 Ａ ＝Ａ２，所

以Ａ＝（Ａ）２，可得Ａα＝（Ａ）２α＝Ａ（μα）＝

μＡα＝μ２α，即 α是 Ａ属于特征值 μ２的特征

向量．

定理３　设 Ａ，Ｂ∈Ｃｎ×ｎ且 Ａ ＝Ａ２，Ｂ ＝

·６０１·
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Ｂ２，则

１）（ＡＢ） ＝（ＡＢ）２．

２）若ＡＢ＝ＢＡ，则（ＡＢ） ＝（ＡＢ）２．

３）若 Ａ≠０，则（Ａ－１） ＝（Ａ－１）２．

４）若Ａ，Ｂ分别相似于Ａ１，Ｂ１，即有非退化

矩阵Ｐ，Ｑ，使得Ａ＝ＰＡ１Ｐ
－１，Ｂ＝ＱＢ１Ｑ

－１，则有

（ＡＢ） ＝（ＰＱ）（Ａ１Ｂ１）
２（ＰＱ）－１．

证明：１）由本定理条件可知，

（ＡＢ） ＝ＡＢ ＝Ａ２Ｂ２＝

（ＡＢ）（ＡＢ）＝（ＡＢ）２

２）因为ＡＢ＝ＢＡ，所以

（ＡＢ） ＝ＢＡ ＝Ｂ２Ａ２＝

Ｂ（ＢＡ）Ａ＝ＢＡＢＡ＝ＡＢＡＢ＝（ＡＢ）２

３）因为 Ａ≠０，所以Ａ－１存在，故可得

（ＡＡ－１） ＝Ｅ ＝Ｅ＝（Ａ－１）Ａ

所以（Ａ－１） ＝（Ａ）－１＝（Ａ２）－１＝Ａ－１Ａ－１＝

（Ａ－１）２．

４）由本定理的结论１）可得

（ＡＢ） ＝（ＡＢ）２＝

［ＰＡ１Ｐ
－１ＱＢ１Ｑ

－１］［ＰＡ１Ｐ
－１ＱＢ１Ｑ

－１］＝

［（ＰＡ１Ｐ
－１）（ＰＡ１Ｐ

－１）］［（ＱＢ１Ｑ
－１）（ＱＢ１Ｑ

－１）］＝

ＰＡ２１Ｐ
－１ＱＢ２１Ｑ

－１＝

（ＰＱ）［Ａ２１Ｐ
－１Ｂ２１Ｑ

－１］＝

（ＰＱ）（Ａ２１Ｂ
２
１）（Ｐ

－１Ｑ－１）＝

（ＰＱ）（Ａ１Ｂ１）
２（ＰＱ）－１

说明：ｉ）定理３中的结论１）对张量和未必

成立．因为，

（ＡＢ） ＝［（ＥＡ）＋（ＢＥ）］ ＝

（ＥＡ） ＋（ＢＥ） ＝

（ＥＡ）＋（ＢＥ）＝

（ＥＡ２）＋（Ｂ２Ｅ）＝Ａ２Ｂ２

而（ＡＢ）２＝（ＡＢ）（ＡＢ）＝Ａ２Ｂ２＋

２ＢＡ，只要 Ａ≠０，Ｂ≠０，便有 ＢＡ≠０，即

（ＡＢ）≠（ＡＢ）２．

ｉｉ）定理３表明，当矩阵 Ａ，Ｂ分别适合条

件Ａ ＝Ａ２，Ｂ ＝Ｂ２时，若令矩阵 Ｃ分别等于

ＡＢ，ＡＢ，Ａ－１，则Ｃ也适合条件Ｃ ＝Ｃ２．

ｉｉｉ）当 Ａ，Ｂ分别相似于 Ａ１，Ｂ１时，（Ａ

Ｂ）相似于（Ａ１Ｂ１）
２．

定理４　设 Ａ，Ｂ∈Ｃｎ×ｎ，且 Ａ ＝Ａ２，ＡＢ＝

ＢＡ，则有（Ａ）ｎＢ＝Ｂ（Ａ）ｎ．

证明：依题意，有

（Ａ）ｎＢ＝（Ａ２）ｎＢ＝Ａ２ｎ－１（ＡＢ）＝

Ａ２ｎ－１（ＢＡ）＝Ａ２ｎ－２（ＡＢ）Ａ＝

Ａ２ｎ－２（ＢＡ）Ａ＝…＝ＢＡ２ｎ＝

Ｂ（Ａ２）ｎ＝Ｂ（Ａ）ｎ

２　结语

本文用另一种方法证明了文献［１］中的定

理２，给出了适合条件 Ａ ＝Ａ２的矩阵 Ａ的进

一步结果：得到了Ａ的奇异值分解式及其紧凑

形式和Ａ的行列式，证明了适于这种关系的两

个矩阵Ａ，Ｂ的张量积仍满足（ＡＢ） ＝（Ａ

Ｂ）２，分析了张量和满足（ＡＢ） ＝（ＡＢ）２

的条件，以及关于Ａ与Ａ的特征值、特征向量

的一些结果．至此，将适合条件Ａ ＝Ａ２的矩阵

与一般矩阵和 Ｈｅｒｒｍｉｔｅ矩阵进行比较发现，该

矩阵的性质介于一般矩阵与 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵的性

质之间，即与一般矩阵相比，本文研究的矩阵是

正规矩阵，且有一般矩阵所不具备的良好性质；

但与 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵相比，又稍显逊色，比如：它

的特征值并非全是实数，这将限制它的应用范

围．本文的矩阵 Ａ还具备 Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵哪些良

好性质，在雅普洛夫方程及其稳定性，以及解析

函数插值等问题中，Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵可否换成本文

的矩阵Ａ等问题，还需作进一步研究．
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