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摘要：利用
Ｇ′( )Ｇ 展开法求得了著名的 ＭｉｋｈａｉｌｏｖＳｈａｂａｔＳｏｋｏｌｏｖ（ＭＳＳ）方程的双

曲函数解、三角函数解和有理函数解３种形式精确行波解；特别地，当参数取特
殊值时，双曲函数解可以转化成孤立波解．
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０　引言

对非线性发展方程解的研究是其广泛应用

的基础，求解非线性发展方程的精确解一直是

数学、物理等领域的一项重要研究课题．在众多
行之有效的方法中，Ｍ．Ｌ．Ｗａｎｇ等［１］提出的

Ｇ′( )Ｇ 展开法是一种简单易行的寻找非线性演化
方程精确行波解的方法．该方法一经提出便引
起了国内外的广泛关注，随后众多学者用该方

法得到了许多１＋１维孤子方程的行波解，并将
其推广到２＋１维等高维及耦合情形，对该方法
进行扩展和发展，使其可以解决更多类型非线

性发展方程的精确解求解问题［２－４］．
在非线性方程中，耦合方程包含一大类重

要的方程，比如耦合非线性 Ｓｃｈｒｏｄｉｎｇｅｒ方程、
耦合ＳａｓａＳａｔｓｕｍａ方程等，这些方程在物理等
领域都有重要应用．而ＭｉｋｈａｉｌｏｖＳｈａｂａｔＳｏｋｏｌｏｖ
（ＭＳＳ）方程最初是由 Ｍｉｋｈａｉｌｏｖ，Ｓｈａｂａｔ和
Ｓｏｋｏｌｏｖ在用对称方法研究可积方程的分类时
提出的，目前只见到一些对该方程的代数几何

解的研究［６］．由于非线性发展方程（组）求解的
困难，至今尚未看到普遍适用的求解非线性发

展方程（组）的方法．因此，不断发展原有的方
法和继续寻找一些新的方法来得到精确解，仍

是一项十分重要的研究工作．鉴于此，本文拟利

用
Ｇ′( )Ｇ 展开法求得ＭＳＳ方程的精确行波解，以

期丰富该方程的解系，为其应用奠定基础．

１　 Ｇ′( )Ｇ 展开法求ＭＳＳ方程的精确解
采用

Ｇ′( )Ｇ 展开法求解ＭＳＳ方程［５］

ｐｔ＝ｐｘｘ－２ｑｑｘ ①
ｑｔ＝－ｑｘｘ＋２ｐｐｘ ②

对上述方程作线性变换

ｕ＝ｐ＋ｑ　　ｖ＝１２１－ｉ槡( )３ｐ＋１２１＋ｉ槡( )３ｑ

可得如下耦合微分方程［６］

ｕｔ＝ｕｘｘ＋２ｕｕｘ－２（ｕｖ）ｘ－６ｖｘｘ ③
ｖｔ＝－ｖｘｘ＋２ｖｖｘ－２（ｕｖ）ｘ－２ｕｘｘ ④

这样，当求得了 ＭＳＳ方程的精确解之后，

通过上述变换也可以得到方程③④的精确解．

假设行波变量为

ｐ（ｘ，ｔ）＝ｐ（ξ）　　ｑ（ｘ，ｔ）＝ｑ（ξ）

ξ＝ｘ－Ｖｔ

由此将方程①②变为关于 ｐ＝ｐ（ξ），ｑ＝

ｑ（ξ）的常微分方程

－Ｖｐ′－ｐ″＋２ｑｑ′＝０

－Ｖｑ′＋ｑｑ″－２ｐｐ′＝０

将上式关于ξ积分一次，可得

Ｃ１－Ｖｐ－ｐ′＋ｑ
２＝０ ⑤

Ｃ２－Ｖｑ＋ｑ′－ｐ
２＝０ ⑥

其中Ｃ１，Ｃ２是两个待定积分常数．

假设常微分方程⑤⑥的解可以用关于

Ｇ′( )Ｇ 的多项式表示为
ｐ（ξ）＝∑

ｍ

ｉ＝－ｍ
αｉ
Ｇ′( )Ｇ

ｉ

⑦

ｑ（ξ）＝∑
ｎ

ｊ＝－ｎ
βｊ
Ｇ′( )Ｇ

ｊ

⑧

其中Ｇ＝Ｇ（ξ）满足二阶线性常微分方程

Ｇ″（ξ）＋λＧ′（ξ）＋μＧ（ξ）＝０ ⑨
通过⑨可以得到
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Ｇ′( )Ｇ′＝
ＧＧ″－（Ｇ′）２

Ｇ２
＝－μ－λＧ′( )Ｇ － Ｇ′( )Ｇ

２

⑩

由⑦—⑩可得

ｐ′＝－ｍαｍ
Ｇ′( )Ｇ

ｍ＋１

＋…

ｐ２ ＝αｍ
２ Ｇ′( )Ｇ

２ｍ

＋…

ｑ′＝－ｎβｎ
Ｇ′( )Ｇ

ｎ＋１

＋…

ｑ２ ＝βｎ
２ Ｇ′( )Ｇ

２ｎ

＋















 …

瑏瑡

基于瑏瑡，考虑方程⑤中ｐ′和ｑ２之间和方程

⑥中ｑ′和ｐ２之间的齐次平衡，需要ｍ＋１＝２ｎ；

ｎ＋１＝２ｍｎ＝１，ｍ＝１，从而可以将⑦⑧写为

ｐ（ξ）＝α１
Ｇ′( )Ｇ ＋α０＋α－１ Ｇ′( )Ｇ

－１

　　α１≠０

ｑ（ξ）＝β１
Ｇ′( )Ｇ ＋β０＋β－１ Ｇ′( )Ｇ

－１

　　β１≠{ ０
瑏瑢

且α１，α０，β１，β０，β－１，α－１为常数．由上式可计算

得到

ｐ２（ξ）＝α２１
Ｇ′( )Ｇ

２

＋２α１α０
Ｇ′( )Ｇ ＋α２０＋

　２α１α－１＋２α－１α０
Ｇ′( )Ｇ

－１

＋α２－１
Ｇ′( )Ｇ

－２

ｑ２（ξ）＝β２１
Ｇ′( )Ｇ

２

＋２β１β０
Ｇ′( )Ｇ ＋β２０＋

　２β１β－１＋２β－１β０
Ｇ′( )Ｇ

－１

＋β２－１
Ｇ′( )Ｇ

－２

ｐ′（ξ）＝－α１
Ｇ′( )Ｇ

２

－α１λ
Ｇ′( )Ｇ －α１μ＋

　α－１＋α－１λ
Ｇ′( )Ｇ

－１

＋α－１μ
Ｇ′( )Ｇ

－２

ｑ′（ξ）＝－β１
Ｇ′( )Ｇ

２

－β１λ
Ｇ′( )Ｇ －β１μ＋

　β－１＋β－１λ
Ｇ′( )Ｇ

－１

＋β－１μ
Ｇ′( )Ｇ

－































２

瑏瑣

将瑏瑣式代入方程⑤⑥，同时合并 Ｇ′( )Ｇ 的所
有同次幂项，这样方程⑤⑥的左端就转化为一

个关于
Ｇ′( )Ｇ 的多项式．令这个多项式的各项系

数为０，则得到关于α１，α０，α－１，β１，β０，β－１，Ｖ，μ，

λ，Ｃ１和Ｃ２的联立代数方程组为

－２：－α－１μ＋β
２
－１ ＝０

－１：－Ｖα－１－α－１λ＋２β－１β０ ＝０

０：Ｃ１－Ｖα０＋α１μ＋β
２
０－α－１＋２β１β－１ ＝０

１：－Ｖα１＋α１λ＋２β１β０ ＝０

２：α１＋β
２
１ ＝０

－２：β－１μ－α
２
－１ ＝０

－１：－Ｖβ－１＋β－１λ－２α－１α０ ＝０

０：Ｃ２－Ｖβ０－β１μ－α
２
０＋β－１－２α１α－１ ＝０

１：－Ｖβ１－β１λ－２α１α０ ＝０

２：－β１－α
２
１ ＝

























０
求解以上代数方程可得两组解，即

第一组解：

α１ ＝－１　　β１ ＝－１　　α－１ ＝０　　β－１ ＝０

Ｖ＝２β０＋λ　　Ｃ１ ＝－３β
２
０－３λβ０－λ

２－２μ

α０ ＝－β０－λ　　Ｃ２ ＝３β
２
０＋３λβ０＋λ

２＋２μ
其中，μ，λ和β０是任意常数．

第二组解：

α１ ＝－１　　β１ ＝－１　　α－１ ＝μ　　β－１ ＝μ
λ＝０　　Ｖ＝２β０　　α０ ＝－β０
Ｃ１ ＝－３β

２
０＋４μ　　Ｃ２ ＝３β

２
０－４μ

其中，μ和β０是任意常数．
１．１　求解第一组解

将第一组解中的相关数据代入瑏瑢可以得

ｐ（ξ）＝－ Ｇ′( )Ｇ －β０－λ
ｑ（ξ）＝－ Ｇ′( )Ｇ ＋β{

０

瑏瑤

其中ξ＝ｘ－（２β０＋λ）ｔ．
将方程⑨的通解代入瑏瑤中，可以得到ＭＳＳ

方程①②的如下３种类型的行波解．
其一，当 λ２ －４μ＞０时，方程 ⑨ 的通

解为［７］
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Ｇ（ξ）＝Ａ１ｅ
－λ＋ λ２－４槡 μ

２ ξ＋Ａ２ｅ
－λ－ λ２－４槡 μ

２ ξ

将其带入瑏瑤可得双曲函数解

ｐ１（ξ）＝－
λ
２－

λ２－４槡 μ
２ ·

Ｂ１ｓｉｎｈ
λ２－４槡 μξ
２ ＋Ｂ２ｃｏｓｈ

λ２－４槡 μξ
２

Ｂ２ｓｉｎｈ
λ２－４槡 μξ
２ ＋Ｂ１ｃｏｓｈ

λ２－４槡 μξ
２

－β０

ｑ１（ξ）＝
λ
２－

λ２－４槡 μ
２ · 瑏瑥

Ｂ１ｓｉｎｈ
λ２－４槡 μξ
２ ＋Ｂ２ｃｏｓｈ

λ２－４槡 μξ
２

Ｂ２ｓｉｎｈ
λ２－４槡 μξ
２ ＋Ｂ１ｃｏｓｈ

λ２－４槡 μξ
２

＋β０

其中，ξ＝ｘ－（２β０＋λ）ｔ，Ｂ１ ＝Ａ１＋Ａ２和
Ｂ２ ＝Ａ１－Ａ２都是任意常数．

特别地，当Ｂ１＞０，Ｂ
２
１＞Ｂ

２
２时，上述解可以

约化为孤子解

ｐ１（ξ）＝

－λ２＋
１
２ λ２－４槡 μｔａｎｈ１

２ λ２４槡 μξ＋ξ( )０ －β０
ｑ１（ξ）＝

λ
２－

１
２ λ２－４槡 μｔａｎｈ１

２ λ２－４槡 μξ＋ξ( )０ ＋β０
其中，ξ０ ＝ｔａｎｈ

－１Ｂ２
Ｂ１
．

如果Ｂ１≠０，Ｂ２ ＝０，那么瑏瑥还可以写为
ｐ１（ξ）＝

－λ２－
１
２ λ２－４槡 μｔａｎｈ１２ λ２－４槡 μξ－β０

ｑ１（ξ）＝
λ
２－

１
２ λ２－４槡 μｔａｎｈ１２ λ２－４槡 μξ＋β０

其二，当λ２－４μ＜０时，方程⑨的通解为

Ｇ（ξ）＝ｅ－
λ
２ξ
Ａ１ｃｏｓ

４μ－λ槡
２

２ ξ＋Ａ２ｓｉｎ
４μ－λ槡

２

２( )ξ
将该式带入瑏瑤可得三角函数解

ｐ２（ξ）＝－
λ
２－

４μ－λ槡
２

２ ·

－Ａ１ｓｉｎ
４μ－λ槡

２ξ
２ ＋Ａ２ｃｏｓ

４μ－λ槡
２ξ

２

Ａ１ｓｉｎ
４μ－λ槡

２ξ
２ ＋Ａ２ｃｏｓ

４μ－λ槡
２ξ

２

－β０

ｑ２（ξ）＝
λ
２－

４μ－λ槡
２

２ ·

－Ａ１ｓｉｎ
４μ－λ槡

２ξ
２ ＋Ａ２ｃｏｓ

４μ－λ槡
２ξ

２

Ａ１ｓｉｎ
４μ－λ槡

２ξ
２ ＋Ａ２ｃｏｓ

４μ－λ槡
２ξ

２

＋β０

其中，ξ＝ｘ－（２β０＋λ）ｔ，Ａ１和Ａ２是任意常数．

其三，当λ２－４μ＝０时，方程⑨的通解为
Ｇ（ξ）＝（Ａ１＋Ａ２ξ）ｅ

－λ
２ξ

将该式带入瑏瑤可得有理解

ｐ３（ξ）＝－
λ
２－

Ａ２
Ａ２ξ＋Ａ１

－β０

ｑ３（ξ）＝
λ
２－

Ａ２
Ａ２ξ＋Ａ１

＋β










０

其中，ξ＝ｘ－（２β０＋λ）ｔ，Ａ１和Ａ２是任意常数．
１．２　求解第二组解

将第二组解中的相关数据代入瑏瑢可得

ｐ（ξ）＝－ Ｇ′( )Ｇ －β０＋μＧ′( )Ｇ
－１

ｑ（ξ）＝－ Ｇ′( )Ｇ ＋β０＋μＧ′( )Ｇ
－{ １

瑏瑦

其中，ξ＝ｘ－２β０ｔ．
由于λ＝０，所以方程⑨变为

Ｇ″＋μＧ＝０ 瑏瑧
将方程瑏瑧的通解代入瑏瑦中，得到ＭＳＳ方

程①②的另外３种类型的行波解．
其一，当μ＜０时，有

Ｇ（ξ）＝Ａ１ｅ
－槡 μξ＋Ａ２ｅ

－ －槡 μξ

此时方程①②的双曲函数解为

ｐ４（ξ）＝－ －槡 μ·

Ｂ１ｓｉｎｈ －槡 μξ＋Ｂ２ｃｏｓｈ －槡 μξ
Ｂ２ｓｉｎｈ －槡 μξ＋Ｂ１ｃｏｓｈ －槡 μξ

－β０－ －槡 μ·

Ｂ２ｓｉｎｈ －槡 μξ＋Ｂ１ｃｏｓｈ －槡 μξ
Ｂ１ｓｉｎｈ －槡 μξ＋Ｂ２ｃｏｓｈ －槡 μξ
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ｑ４（ξ）＝－ －槡 μ·

Ｂ１ｓｉｎｈ －槡 μξ＋Ｂ２ｃｏｓｈ －槡 μξ
Ｂ２ｓｉｎｈ －槡 μξ＋Ｂ１ｃｏｓｈ －槡 μξ

＋β０－ －槡 μ·

Ｂ２ｓｉｎｈ －槡 μξ＋Ｂ１ｃｏｓｈ －槡 μξ
Ｂ１ｓｉｎｈ －槡 μξ＋Ｂ２ｃｏｓｈ －槡 μξ

其中，ξ＝ｘ－２β０ｔ，Ｂ１ ＝Ａ１＋Ａ２和 Ｂ２ ＝

Ａ１－Ａ２是任意常数．

特别地，当Ｂ１＞０，Ｂ
２
１＞Ｂ

２
２时，上述方程的

解可以约化为

ｐ４（ξ）＝－ －槡 μｔａｎｈ －槡 μξ＋ξ( )
０
－β０－

－槡 μｃｏｔｈ －槡 μξ＋ξ( )
０

ｑ４（ξ）＝－ －槡 μｔａｎｈ －槡 μξ＋ξ( )
０
＋β０－

－槡 μｃｏｔｈ －槡 μξ＋ξ( )
０

其中，ξ０ ＝ｔａｎｈ
－１Ｂ２
Ｂ１
．

其二，当μ＞０时，有

Ｇ（ξ）＝Ａ１ｃｏｓ槡μξ＋Ａ２ｓｉｎ槡μξ
由此可得ＭＳＳ方程的三角函数解为

ｐ５（ξ）＝－
槡μ（－Ａ１ｓｉｎ槡μξ＋Ａ２ｃｏｓ槡μξ）
Ａ１ｃｏｓ槡μξ＋Ａ２ｓｉｎ槡μξ

－β０＋

槡μ（Ａ１ｃｏｓ槡μξ＋Ａ２ｓｉｎ槡μξ）
－Ａ１ｓｉｎ槡μξ＋Ａ２ｃｏｓ槡μξ

ｑ５（ξ）＝－
槡μ（－Ａ１ｓｉｎ槡μξ＋Ａ２ｃｏｓ槡μξ）
Ａ１ｃｏｓ槡μξ＋Ａ２ｓｉｎ槡μξ

＋β０＋

槡μ（Ａ１ｃｏｓ槡μξ＋Ａ２ｓｉｎ槡μξ）
－Ａ１ｓｉｎ槡μξ＋Ａ２ｃｏｓ槡μξ

其中，ξ＝ｘ－２β０ｔ，Ａ１和Ａ２是任意常数．

其三，当μ＝０时，有

Ｇ（ξ）＝Ａ１＋Ａ２ξ
将该通解代入①②可得

ｐ６（ξ）＝－
Ａ２

Ａ１＋Ａ２ξ
－β０

ｑ６（ξ）＝－
Ａ２

Ａ１＋Ａ２ξ
＋β０

其中，ξ＝ｘ－２β０ｔ，Ａ１和Ａ２是任意常数．

２　结论

本文利用
Ｇ′( )Ｇ 展开法求解了ＭＳＳ方程，得

到了该方程的双由函数解．三角函数解和有理

函数解３种类型的精确行波解，大大丰富了该

方程的解系，为该方程的应用及其他性质的研

究提供了依据．
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