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２个非线性耦合复杂动态网络的广义同步
毛北行，　常娟

（郑州航空工业管理学院 数理系，河南 郑州 ４５００１５）

摘要：研究了２个具有不同节点和不同拓扑结构的非线性耦合复杂动态网络的广义同步问题，基于
驱动－响应同步策略，对其中１个网络施加控制，利用稳定性理论得到了相应的广义同步判据．数值
算例表明，所得结果可以用于供应链网络、能源供求网络、交通网络等．
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０　引言
驱动－响应同步方法提出后，混沌控制与混沌

同步及其应用渐成研究热点并取得了丰硕成

果［１－６］．自然界和人类社会存在着各种各样的复杂
网络，自从著名的随机图模型被提出后，复杂网络

引起了人们的高度关注，对复杂网络的研究已经渗

透到物理、生物、计算机科学、医学、控制科学及保

密通信等领域．著名的复杂网络模型包括随机图、
小世界网络、无标度网络及广义复杂动力学模型

等．李建芬等［７］研究了一类混沌系统的修正函数投

影同步问题，方洁等［８］研究了耦合混沌系统的自适

应修正函数投影同步问题，徐君群等［９］研究了２个

时滞复杂网络的广义同步问题．上述文献均未讨论
非线性耦合的广义同步问题，而具有非线性耦合的

复杂网络却大量存在．本文拟研究２个不同节点和
不同拓扑结构的非线性耦合复杂动态网络的广义

同步问题，基于驱动－响应同步策略，对其中１个网
络施加控制，利用稳定性理论得到相应的广义同步

判据．

１　主要结果

考虑如下具有非线性耦合复杂动态网络

ｘｉ（ｔ）＝ｆ（ｘｉ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓ１ｈ１（ｘｊ（ｔ））
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ｉ＝１，２，…，Ｎ ①
其中，ｘｉ（ｔ）为状态向量；ｆ（ｘｉ（ｔ）），ｈ１（ｘｊ（ｔ））为光
滑的向量值函数；Γ１为内部耦合矩阵；ｃｉｊ为耦合结

构矩阵Ｃ的元素，Ｃ＝（ｃｉｊ）Ｎ×Ｎ∈Ｒ
Ｎ×Ｎ，若节点ｉ到节

点ｊ（ｊ≠ ｉ）有连接，则 ｃｉｊ＞０，否则 ｃｉｊ＝０，ｃｉｉ ＝

－∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｃｉｊ．以系统①作为驱动系统，设计响应系统

ｙｉ（ｔ）＝ｇ（ｙｉ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊΓ２ｈ２（ｙｊ（ｔ））＋ｕｉ（ｔ）

ｉ＝１，２，…，Ｎ ②
其中，ｙｉ（ｔ）为状态向量；ｇ（ｙｉ（ｔ）），ｈ２（ｙｊ（ｔ））为光
滑的向量值函数；Γ２为内部耦合矩阵；ｄｉｊ为耦合结

构矩阵Ｄ的元素，Ｄ＝（ｄｉｊ）Ｎ×Ｎ∈Ｒ
Ｎ×Ｎ，若节点ｉ到

节点 ｊ（ｊ≠ ｉ）有连接，则 ｄｉｊ ＞０，否则 ｄｉｊ ＝０，

ｄｉｉ＝－∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｄｉｊ．

假设１　函数ｇ（·）是全局Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，即

ｇ（ｚ１）－ｇ（ｚ２）≤ｌｉ ｚ１－ｚ２ ．

假设２　函数ｈ２（·）是全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，
即 ｈ２（ｚ１）－ｈ２（ｚ２）≤珓ｌｉ ｚ１－ｚ２ ．

定义１　设ΦｉＲ
ｎ→Ｒｍ，ｉ＝１，２，…，Ｎ是连续

可微的映射，若ｌｉｍ
ｔ→∞
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｙｉ（ｔ）－Φｉ（ｘｉ（ｔ）） ＝０，则

称①与②实现了广义同步．
定理１　设计如下的控制律，可以实现①与②

广义同步．
ｕｉ（ｔ）＝ＤΦｉ（ｘｉ）·ｆ（ｘｉ（ｔ））－ｋｅｉ（ｔ）－

ｇ（Φｉ（ｘｉ））－∑
Ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊΓ２ｈ２（Φｉ（ｘｊ（ｔ）））＋

ＤΦｉ（ｘｉ（ｔ））·∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓ１ｈ１（ｘｊ（ｔ）） ③

其中，ＤΦｉ（ｘｉ（ｔ））为映射Φｉ（ｘｉ）的雅可比矩阵，定
义系统误差ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－Φｉ（ｘｉ（ｔ）），ｋ为反馈增
益系数．

证明　在控制器③的作用下，①与②之间的
误差系统可以表示为

ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－ＤΦｉ（ｘｉ）ｘｉ（ｔ）＝
ｇ（ｙｉ（ｔ））－ｇ（Φｉ（ｘｉ（ｔ）））－ｋｅｉ（ｔ）＋

∑
Ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊΓ２［ｈ２（ｙｊ（ｔ））－ｈ２（Φｊ（ｘｊ（ｔ）））］

构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ（ｔ）＝１２∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ
Ｔ（ｔ）ｅｉ（ｔ），

则其导数为

Ｖ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ
Ｔ（ｔ）ｅｉ

Ｔ（ｔ）＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）［ｇ（ｙｉ）－ｇ（Φｉ（ｘｉ））－ｋｅｉ＋

∑
Ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊΓ２（ｈ２（ｙｊ）－ｈ２（Φｊ（ｘｊ）））］≤

∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｌｉ－ｋ）ｅｉ

Ｔｅｉ＋∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ
Ｔ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊΓ２珓ｌｊｅｊ≤

－ｋ＋ｍａｘ｛ｌｉ｝＋
γ
２＋( )１２ ｅＴｅ

其中，ｅ ＝ （ｅ１
Ｔ，ｅ２

Ｔ，…，ｅＮ
Ｔ）Ｔ，γ ＝ λｍａｘ｛（Ｄ 

Γ２）
Ｔ珓ｌｊ
Ｔ珓ｌｊ（ＤΓ２）｝．

令ｋ ＝ｍａｘ｛ｌｉ｝＋
γ
２＋

１
２，则当 ｋ＞ｋ

 时，

Ｖ（ｔ）≤－ηｅＴｅ≤０，η＝ｋ －ｋ为非负常数．那么

ｌｉｍ
ｔ→∞
η∫０

ｔ

ｅＴ（ｓ）ｅ（ｓ）ｄｓ≤－ｌｉｍ
ｔ→∞∫０

ｔ
Ｖ（ｓ）ｄｓ＝ Ｖ（０） －

ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｖ（ｔ），从而ｅ（ｔ）平方可积，由 Ｂａｒｂａｌａｔ引理很容

易得到ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝０，即①与②实现了广义同步．

推论１　如果①与②具有相同的拓扑结构与
内部耦合矩阵，则在如下控制器的作用下，① 与 ②
可以实现完全同步．

ｕｉ＝ｆ（ｘｉ）－ｇ（ｘｉ）－ｋｅｉ＋

∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓ１［ｈ１（ｘｊ）－ｈ２（ｘｊ）］

推论２　如果①与②的对应节点有相同的动
力学特性，即ｆ＝ｇ，则设计如下控制器可以实现 ①
与②完全同步．

ｕｉ＝－ｋｅｉ（ｔ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓ１ｈ１（ｘｊ）－∑

Ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊΓ２ｈ２（ｘｊ）

２　数值算例

以供应链网络为例，假设生产商生产产品的状

态方程为Ｌü系统，动力学方程为
ｘ１ ＝ａ（－ｘ１＋ｘ２）＋ｘ４
ｘ２ ＝ｂｘ２－ｘ１ｘ３
ｘ３ ＝－ｃｘ３＋ｘ１ｘ２
ｘ４ ＝ｄｘ４＋ｘ１ｘ










３

④

其中，ｘ１表示该产品的产量，ｘ２表示该产品的质量，

ｘ３表示该产品的价格，ｘ４表示该产品提供的服务，则
消费者关于该产品的状态方程为

·４０１· ２０１４年　
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ｙ１ ＝（２５β＋１０）（ｙ２－ｙ１）
ｙ２ ＝（２８－３５β）ｙ１ｙ３＋（２９β－１）ｙ２

ｙ３ ＝ｙ１ｙ２－
β＋８
３ ｙ










３

⑤

其中，ｙ１表示顾客对该产品的期望值，ｙ２表示顾客对
该产品的满意度，ｙ３表示顾客对该产品的需求量，
β∈［０，１］．④ 式中当 ａ ＝３５，ｂ＝２０，ｃ＝３，
－０．４６＜ｄ≤－０．３５时，系统出现１个混沌吸引子．
分别选取④为驱动系统、⑤为响应系统，此时定理
１的控制器相当于企业根据市场调查结果反馈制定
生产决策，即通过调查得到的ｘｉ来调整其状态ｙｉ，假
设消费者对该产品的期望值、满意度、需求量，以及

产品本身、产量、质量、价格和服务满足关系（即广

义同步映射）

ｙｉ＝φ（ｘｉ）＝（２ｉｘｉ１，ｘｉ２＋０．５ｘｉ４，ｘｉ３－ｉ）

Ｄφ（ｘｉ）＝
２ｉ０ ０ ０
０ １ ０ ０．５









０ ０ １ ０

设置初始值 ｘｉ（０）＝（－０．１ｉ，－０．２ｉ，０．３ｉ，

０．４ｉ）Ｔ，ｙｉ（０）＝（０．２ｉ，－０．３ｉ，０．４ｉ）
Ｔ，利用Ｍａｔｌａｂ

求解微分方程，得到广义同步误差 ｅ（ｔ）的变化曲
线，如图１所示．由图１可知，网络在耦合初期，误差
随时间演化的差异十分明显，经过一个暂态过程

后，２个网络中相对应的节点误差变量随时间演化
趋于０，表明２个网络之间的混沌同步得以实现．

图１　误差ｅ（ｔ）的时间响应曲线

３　结论

本文研究了２个非线性耦合复杂动态网络的广
义同步问题，基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，得到了驱
动系统与响应系统的广义同步的充分性条件，并给

出了特殊情形下结论成立的条件．数值算例表明，
所得结果可以用于供应链网络、能源供求网络、交

通网络等．
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