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可重复感染的肺结核传播模型
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（郑州轻工业学院 数学与信息科学学院，河南 郑州 ４５０００２）

摘要：对于具有可接种且可重复感染的肺结核疾病，采用指数输入与标准发生率建立了传播模型，得

到了无病平衡点，并研究了无病平衡点的局部以及全局稳定性．数值模拟验证了理论结果的正确性．
关键词：肺结核传播模型；无病平衡点；数值模拟；指数输入
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０　引言

目前，许多疾病已经可以用疫苗防治，如肺结

核传染病，但疫苗也有一定的失效率，且感染该疾

病治愈后仍有可能再次感染．肺结核传染病是一种
常见的具有可接种且可重复感染的疾病［１］．杨俊元
等［２］在常数输入以及非线性发生率的情况下研究

了具有重复感染性的传染病模型，并得出了疾病传

播的无病平衡点及其稳定性，但考虑到人口的变化

特征，指数输入更符合实际的人口变化规律．Ｍ．Ｙ．
Ｌｉ等［３］建立了具有指数输入和饱和接触率的传染

病模型，研究了平衡点的稳定性．李春等［４］建立了

关于手足口病的 ＳＥＩＲ连续传播模型．本文基于肺
结核病的特点，采用指数输入与标准发生率建立传

播模型，解出无病平衡点，通过研究无病平衡点的

稳定性得到疾病消亡的条件，数值模拟验证了理论

结果的正确性．

１　动力学模型

本传播模型的建立基于如下假设与方法．
１）将人群分为Ｓ（易感者类群体）、Ｅ（处于潜伏

期群体）、Ｉ（染病者群体）、Ｒ（康复者类群体）、Ｖ（接
种者群体）５类，在 ｔ时刻易感者类群体人数为
Ｓ（ｔ），处于潜伏期群体人数为 Ｅ（ｔ），染病者群体人
数为Ｉ（ｔ），康复者类群体人数为 Ｒ（ｔ），接种者群体
人数为 Ｖ（ｔ），人群总数 Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋Ｅ（ｔ）＋
Ｉ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）＋Ｖ（ｔ）．新生儿全部进入易感者类，不考
虑因病死亡率，所有参数均≥０．
２）采用标准发生率βＳＩ／Ｎ；
３）采用指数输入ｂＮ；
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４）参数说明：ｂ为出生率系数；μ为自然死亡率
系数；Ψ表示易感者的接种疫苗率；σ表示经过接种

后再次感染疾病的几率，且０≤σ≤１；１γ１
，
１
γ２
分别表

示感染者和接种者的平均感染周期；
１
γ３
表示康复者

的平均康复周期．根据仓室建模思想［４］，可建立该

疾病传播的动力学系统模型

Ｓ′＝ｂＮ－μＳ－βＳＩＮ－ΨＳ＋γ３Ｒ

Ｅ′＝βＳＩ／Ｎ＋σβＶＩＮ－μＥ－γ１Ｅ

Ｉ′＝γ１Ｅ－（γ２＋μ）Ｉ

Ｒ′＝γ２Ｉ－（γ３＋μ）Ｒ

Ｖ′＝ΨＳ－μＶ－σβＶＩ

















Ｎ

①

其中，Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋Ｅ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）＋Ｖ（ｔ），则
Ｎ′＝（ｂ－μ）Ｎ．

将①进行归一化处理，令 ｓ＝Ｓ／Ｎ，ｅ＝Ｅ／Ｎ，ｉ＝
Ｉ／Ｎ，ｒ＝Ｒ／Ｎ，ｖ＝Ｖ／Ｎ，可得其等价系统为

ｓ′＝ｂ－（ｂ＋Ψ）ｓ－βｓｉ＋γ３ｒ

ｅ′＝βｓｉ＋σβｖｉ－（ｂ＋γ１）ｅ

ｉ′＝γ１ｅ－（γ２＋ｂ）ｉ

ｒ′＝γ２ｉ－（γ３＋ｂ）ｒ

ｖ′＝Ψｓ－ｂｖ－σβ













ｖｉ

②

其中０≤ｓ＋ｅ＋ｉ＋ｒ＋ｖ≤１，则系统②的正向不变
集为

Ｄ＝｛（ｓ，ｅ，ｉ，ｒ，ｖ）｜０≤ｓ＋ｅ＋ｉ＋ｒ＋ｖ≤１｝
对系统②，令

ｂ－（ｂ＋Ψ）ｓ－βｓｉ＋γ３ｒ＝０

βｓｉ＋σβｖｉ－（ｂ＋γ１）ｅ＝０

γ１ｅ－（γ２＋ｂ）ｉ＝０

γ２ｉ－（γ３＋ｂ）ｒ＝０

Ψｓ－ｂｖσβｖｉ













＝０
可解得系统②的无病平衡点为

Ｐ０
ｂ
ｂ＋Ψ

，０，０，０，Ψｂ＋( )Ψ ③

并定义基本再生数

Ｒ０＝
βγ１（ｂ＋σΨ）

（Ψ＋ｂ）（γ１＋ｂ）（γ２＋ｂ）

２　无病平衡点及其稳定性分析

定理 １　系统②总存在无病平衡点③，且当

Ｒ０＜１时，Ｐ０是全局渐进稳定的．

证明　系统②的Ｊａｃｃｏｂｉａｎ矩阵为④，则

Ｊ（Ｐ０）＝

－（ｂ＋Ψ） ０ － ｂβｂ＋Ψ γ３ ０

０ －（ｂ＋γ１） βｂ＋σΨｂ＋Ψ
０ ０

０ γ１ －（ｂ＋γ２） ０ ０

０ ０ γ２ －（ｂ＋γ３） ０

Ψ ０ －σβΨｂ＋Ψ
０ －





















ｂ

Ｊ（Ｐ０）已有特征值－ｂ和－（ｂ＋Ψ），考察矩阵

Ａ＝

－（ｂ＋γ１） βｂ＋σΨｂ＋Ψ
０

γ１ －（ｂ＋γ２） ０

０ γ２ －（ｂ＋γ３











）

可得

ｄｅｔＡ＝

－（ｂ＋γ３）（ｂ＋γ１）（ｂ＋γ２）－βγ１
ｂ＋σΨ
ｂ＋( )Ψ

因为ｔｒＡ＝－３ｂ－γ１－γ２－γ３＜０，则当 Ｒ０≤１

时，有ｄｅｔＡ≤０，则矩阵Ｊ（Ｐ０）有３个负实部的特征

值，所以Ｐ０局部渐进稳定
［５］．

构造Ｌｉａｐｕｎｏｖ函数 Ｌ＝ｅ＋
ｂ＋γ１
γ１
ｉ，则其沿②的

全导数为

ｄＬ
ｄｔ＝βｓｉ＋σβｓｉ－（ｂ＋γ１）ｅ＋

ｂ＋γ１
γ１
（γ１ｅ－γ２ｉ－ｂｉ）

上式化简为
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④

Ｊ＝

－（ｂ＋Ψ）－βｉ ０ －βｓ γ３ ０

βｉ －（ｂ＋γ１） β（ｓ＋σｖ） ０ σβｉ

０ γ１ －（ｂ＋γ２） ０ ０

０ ０ γ２ －（ｂ＋γ３） ０

Ψ ０ －σβｖ ０ －ｂ－σβ















ｉ

④
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ｄＬ
ｄｔ＝ｉ

β（ｂ＋σΨ）
ｂ＋Ψ

ｂ＋Ψ
ｂ＋σΨ

－１Ｒ( )
０
≤

β（ｂ＋σΨ）
ｂ＋Ψ

１－１Ｒ( )
０

则当Ｒ０≤１时，有Ｌ′≤０，且Ｌ′＝０时，有ｉ＝０．
综上所述，｛Ｌ′＝０｝＝｛ｉ＝０｝其最大不变子集

为Ｍ＝｛ｉ＝０｝，则当ｔ→∞时，有 ｉ（ｔ）→０，且系统②
的极限系统为

ｓ′＝ｂ－（ｂ＋Ψ）ｓ＋γ３ｒ

ｅ′＝－（ｂ＋γ１）ｅ

ｉ′＝γ１ｅ

ｒ′＝－（γ３＋ｂ）ｒ

ｖ′＝Ψｓ－













ｂｖ

则当ｔ→∞时，有 ｓ（ｔ）→
ｂ
Ψ＋ｂ

，ｅ（ｔ）→０，ｒ（ｔ）→０，

ｖ（ｔ）→ Ψ
Ψ＋ｂ

，则由Ｌａｓｓａｌｅ不变集［６］原理可知，Ｐ０全

局渐进稳定，即基本再生数 Ｒ０≤１时，疾病将逐渐
消失．

３　数值模拟

笔者根据已知数据对模型②进行数值模拟，以
检验该模型的准确性．取初值分别为 ｓ（０）＝０．４，
ｅ（０）＝０．２，ｉ（０）＝０．２，ｒ（０）＝０．１，ｖ（０）＝０．１，取
各参数分别为ｂ＝０．０１３，μ＝０．０００９，Ψ＝０．７７，β＝
３．６６，σ＝０．０１，γ１＝１．３４，γ２＝１．７４，γ３＝２．０３，计算
可得Ｒ０＝０．０５５≤１．由定理１可知，此时无病平衡
点应该是渐进稳定的．求解系统②的数值解并得到
其各个函数的变化曲线，如图１所示．

４　结论

本文依据肺结核的特点，研究了可重复感染的肺

结核ＳＥＩＲＶ传播模型，相对于文献［４］的ＳＥＩＲ模型，
增加了接种者群体函数，方程增加了维数，使传播模

型进一步完善．根据定理１的证明，得到了Ｒ０＝１是
区别疾病消失和持续的阈值，当 Ｒ０≤１，疾病将消
失．对理论结果的数值模拟进一步验证了模型的正
确性．由于数据所限，本文尚不能得出更多关于该疾

图１　ｓ（ｔ），ｒ（ｔ），ｅ（ｔ），ｉ（ｔ），ｖ（ｔ）的变化曲线

病的实际结果，有待改进．
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