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带利息力和交易费用的风险模型的
最优分红策略
岳毅蒙，　赵锐，　王辉

（商洛学院 数学与计算机应用学院，陕西 商洛 ７２６０００）

摘要：研究了保险精算中带利息力和交易费用的经典风险模型的最优分红策略问题，认为：在分红约

束的情况下，以股东的折现分红减去惩罚折现注资的差的期望值最大化为目标，利用随机控制理论

建立相应的ＨＪＢ方程，最终得到相应的解，并得出最优分红策略，是Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ策略．
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０　引言

最优分红问题是近几年保险精算研究中的热

点问题之一，Ｂ．ＤｅＦｉｎｅｔｔｉ［１］于１９５７年首次在精算
大会上提出该问题后，引起了广大学者的关注．文
献［２］得到了带常利率的风险模型的最优分红策略
为带状策略，证明了在指数索赔情况下其为边界策

略．文献［３］得到了带利息力的风险模型的最优注

资和分红策略是Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ策略，但该模型未考虑交
易费用，而在实际应用中，每次分红都需要支付一

定的交易费用，交易费用是一个不可忽略的因素．
考虑到金融机构是监管下的企业，为保证其良性运

营，监管部门会要求它保持一个正的盈余水平，即

限制保险公司要保证最小正盈余大于０．本文在考
虑这两种因素的前提下，结合文献［４－１３］的研究，
讨论带利息力和交易费用的风险模型的最优分红
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和注资问题，为保险公司的策略选择提供一定的

参考．

１　模型构建

考虑保险公司的风险盈余过程

Ｕｔ＝ｘｅ
ｒｔ＋ｃ∫０

ｔ

ｅｒ（ｔ－ｓ）ｄｓ－∫０
ｔ

ｅｒ（ｔ－ｓ）ｄ∑
Ｎｓ

ｉ＝１
Ｘｉ

其中，ｘ是初始资金；保费收入率ｃ＞０；｛Ｎ（ｔ）｝ｔ≥０是
参数为λ＞０的泊松过程；｛Ｘｉ｝ｉ∈Ｎ是相互独立同分
布的随机变量，其概率函数为 ｐ（·），均值 Ｅ［Ｙｉ］＝

μ．在此模型基础上引入策略 π＝｛（Ｄｔ，Ｚｔ）｝，其中
｛Ｄｔ｝表示到时刻ｔ为止的累积分红，｛Ｚｔ｝表示到时
刻ｔ为止的累积注资．一个策略要称为可行策略，需
满足以下条件

１）｛Ｄｔ｝是右连左极的，增的适应的过程，且满
足Ｄ０－ ＝０；
２）｛Ｚｔ｝是左连右极的，增的适应的过程，且满

足Ｚ０ ＝０．
则盈余过程转化为

Ｕｔπ ＝ｘｅ
ｒｔ＋ｃ∫０

ｔ

ｅｒ（ｔ－ｓ）ｄｓ－∫０
ｔ

ｅｒ（ｔ－ｓ）ｄ∑
Ｎｓ

ｉ＝１
Ｘｉ－

∫０
ｔ

ｅｒ（ｔ－ｓ）ｄＤｓπ＋∫０
ｔ

ｅｒ（ｔ－ｓ）ｄＺｓπ

其中，ｒ＞０表示利息力．假设要求保险公司最低盈
余ｍ＞０，那么破产时刻定义为

Ｔπ ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｘπｔ＋ ＜ｍ｝
对每个可行策略π的值定义为

Ｖπ（ｘ）＝Ｅｘ［β∫０－
Ｔπ

ｅ－δｔｄＤｔ－φ∫０－
Ｔπ

ｅ－δｔｄＺｔ］

其中，β＜１表示分红交易费用的比例因子，φ＞１是
罚金因子．令δ＞ｒ，本文考虑带有约束的分红策略，
则目标就是最大化值函数Ｖπ（ｘ），即

Ｖ（ｘ）＝ｓｕｐ
π∈∏
Ｖπ（ｘ）

其中，∏表示所有可行策略的集合．

２　值函数和ＨＪＢ方程

引理１　值函数Ｖ（ｘ）在［ｍ，＋∞）上是增的，
且满足ｌｉｍ

ｘ→∞
Ｖ（ｘ）＝βｕ０／δ．

引理２　值函数Ｖ（ｘ）在［ｍ，＋∞）上是凹的且
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续．

定理１　值函数Ｖ（ｘ）在［ｍ，＋∞）上几乎处处
可导，且满足ＨＪＢ方程

ｍａｘ｛［（ｃ＋ｒｘ－ｕ）Ｖ′（ｘ）＋βｕ－（λ＋δ）Ｖ（ｘ）＋

λ∫０
∞
Ｖ（ｘ－ｙ）ｐ（ｙ）ｄｙ］｝１｛ｍ＜ｘ＜ｂπ｝＋

［Ｖ（ｂπ）＋（ｘ－ｂπ）－Ｖ（ｘ）］１｛ｘ≥ｂπ｝＋
［Ｖ（ｍ）＋φ（ｘ－ｍ）－Ｖ（ｘ）］１｛ｘ≤ｍ｝ ＝０ ①
证明　由

Ｖ（ｘ）≥Ｅｘ［β∫０－
珘τ－

ｅ－δｔｄＤｔπ－φ∫０－
珘τ
ｅ－δｔｄＺｔπ］＝

Ｅｘ［β∫０－
τ－

ｅ－δｔｄＤｔπ－φ∫０
τ
ｅ－δｔｄＺｔπ＋

βｅ－δτ∫
τ－

珘τ－

ｅ－δ（ｔ－τ）ｄＤｔπ－φ∫
τ

珘τ
ｅ－δ（ｔ－τ）ｄＺｔπ］＝

Ｅｘ［β∫０－
τ
ｃｅ－δｔ１｛ｘ＝ｂπ｝ｄｔ－φ∫０

τ
ｅ－δｔｄＺｔπ＋

βｅ－δτＶ（Ｘτ
π）＋１｛ｘ≥ｂπ｝（ｘ－ｂ

π）］

其中，τ表示停时，若τ≤τπ，则珘τ＝τπ，所以
Ｖ（ｘ）＝Φ（ｘ，τπ）＝Φ（ｘ，珘τ）＝

Ｅｘ［β∫０－
τ
ｃｅ－δｔ１｛ｘ＝ｂπ｝ｄｔ－φ∫０

τ
ｅ－δｔｄＺｔπ＋

βｅ－δτＶ（Ｘτ
π）＋１｛ｘ≥ｂπ｝（ｘ－ｂ

π）］

综上可得

Ｖ（ｘ）＝ｓｕｐＥｘ［β∫０－
τ
ｃｅ－δｔ１｛ｘ＝ｂπ｝ｄｔ－

φ∫０
τ
ｅ－δｔｄＺｔπ＋βｅ

－δτＶ（Ｘτ
π）＋１｛ｘ≥ｂπ｝（ｘ－ｂ

π）］

当ｘ∈［ｍ，ｂπ］，应用Ｉｔ^ｏ公式得
ｅ－δ（ｔ∧τ）Ｖ（Ｘπｔ∧τ）＝

Ｖ（ｘ）＋∫０
ｔ∧τ
ｅ－δｔｃＶ′（Ｘｓπ）１（Ｘｓπ＜ｂπ）ｄｓ－

ｒ∫０
ｔ∧τ
ｅ－δｔＶ（Ｘｓπ）ｄｓ＋∑

Ｘｓπ≠Ｘπｓ－

ｅ－δｔ（Ｖ（Ｘｓπ）－

Ｖ（Ｘπｓ－））＋∑
Ｘｓπ≠Ｘπｓ＋

ｅ－δｔ（Ｖ（Ｘπｓ＋）－Ｖ（Ｘｓπ）） ②

其中，Ｘｓπ≠Ｘπｓ＋仅在注资时刻发生，所以

∑
０≤ｓ≤ｔ∧τ
Ｘｓπ≠Ｘπｓ＋

ｅ－δｓ［Ｖ（Ｘπｓ＋）－Ｖ（Ｘｓπ）］＝φ∫０
ｔ∧τ
ｅ－δｓｄＺｓπ

当索赔到达或分红时，Ｘπｓ－≠Ｘｓπ，由索赔到达引
起的跳，导致了

Ｍ（ｔ∧τ）＝ ∑
０≤ｓ≤ｔ∧τ
Ｘｓπ≠Ｘｓ－π

ｅ－δｓ［Ｖ（Ｘｓπ）－Ｖ（Ｘπｓ－）］－

λ∫０
ｔ∧τ

∫０
∞
ｅ－δｓ（Ｖ（Ｘｓ－π －ｙ）－Ｖ（Ｘπｓ－））ｄＦ（ｙ）ｄｓ

是一个０均值的鞅．对等式②两边取期望，得

Ｅｅ－δ（ｔ∧τ）Ｖ（Ｘπｔ∧τ）＝Ｖ（ｘ）＋Ｅφ∫０
ｔ∧τ
ｅ－δｓｄＺｓπ＋

·００１· ２０１４年　
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Ｅ∫０
ｔ∧τ
ｅ－δｓ［（ｃ＋ｒｘ－ｕ）Ｖ′（Ｘｓπ）＋

λ∫０
∞
Ｖ（Ｘｓπ－ｙ）］ｄＦ（ｙ）－（λ＋δ）Ｖ（Ｘｓπ）＋

βｕ］１｛ｘ＜ｂπ｝ｄｓ＋Ｅ∫０
ｔ∧τ
ｅ－δｓ λ∫０

∞
Ｖ（Ｘｓπ－ｙ[ ]）ｄＦ（ｙ）－

（λ＋δ）Ｖ（Ｘｓπ）］１｛ｘ＝ｂπ｝ｄｓ

若ｘ∈Ｃ∩（０，ｂπ），假设Ｃ是开集，则τπ ＞０，
化简上式得

（ｃ＋ｒｘ－ｕ）Ｖ′（ｘ）＋βｕ－（λ＋δ）Ｖ（ｘ）＋

λ∫０
∞
Ｖ（ｘ－ｙ）ｐ（ｙ）ｄｙ＝０

若ｘ∈Ｃ∩［ｂπ，∞），则
Ｖ（ｘ）＝Ｖ（ｂπ）＋ｘ－ｂπ

若ｘ∈Ｃ∩（－∞，ｍ］，则
Ｖ（ｘ）＝Ｖ（ｍ）＋φ（ｘ－ｍ）

故对于ｘ∈Ｃ，有
［（ｃ＋ｒｘ－ｕ）Ｖ′（ｘ）＋βｕ－（λ＋δ）Ｖ（ｘ）＋

λ∫０
∞
Ｖ（ｘ－ｙ）ｐ（ｙ）ｄｙ｝］１｛ｍ＜ｘ＜ｂπ｝＋

［Ｖ（ｂπ）＋（ｘ－ｂπ）－Ｖ（ｘ）］１｛ｘ≥ｂπ｝＋
［Ｖ（ｍ）＋φ（ｘ－ｍ）－Ｖ（ｘ）］１｛ｘ≤ｍ｝ ＝０

若假设τ为任意停时，则当ｘ∈（ｍ，ｂπ）时，有
（ｃ＋ｒｘ－ｕ）Ｖ′（ｘ）＋βｕ－（λ＋δ）Ｖ（ｘ）＋

λ∫０
∞
Ｖ（ｘ－ｙ）ｐ（ｙ）ｄｙ≤０

当ｘ∈［ｂπ，∞）时，有
Ｖ（ｘ）≥Ｖ（ｂπ）＋ｘ－ｂπ

当ｘ∈（－∞，ｍ］时，有
Ｖ（ｘ）≥Ｖ（ｍ）＋φ（ｘ－ｍ）

所以，对于ｘ∈Ｒ，有
［（ｃ＋ｒｘ－ｕ）Ｖ′（ｘ）＋βｕ－（λ＋δ）Ｖ（ｘ）＋

λ∫０
∞
Ｖ（ｘ－ｙ）ｐ（ｙ）ｄｙ］１ｍ＜ｘ＜ｂπ ＋

［Ｖ（ｂπ）＋（ｘ－ｂπ）－Ｖ（ｘ）］１｛ｘ≥ｂπ｝＋
［Ｖ（ｍ）＋φ（ｘ－ｍ）－Ｖ（ｘ）］１｛ｘ≤ｍ｝≤０
又Ｖ（ｘ）≥０（ｘ∈Ｒ），因此对于每个ｘ，上面两

个不等式至少有一个成立，即定理成立．

３　最优分红策略

由引理１知，一定存在一个常数
ｂ ＝ｉｎｆ｛ｘＶ′（ｘ）≤β｝

根据定理１构建策略π ＝｛ｕｔ，Ｚｔ
ｕｔ｝满足

ｕｔ ＝
０，ｘ＜ｂＶ′（ｘ）＞β

α，ｘ≥ｂＶ′（ｘ）≤{ β
③

即盈余在ｍ和ｂ 之间时，不发生分红和注资；当盈
余到达或超过ｂ时，以比率α进行分红，但不注资；
当盈余小于ｍ时，发生注资．

定理 ２　 由 ③ 给 出 的 Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ 策 略
π ＝｛ｕｔ，Ｚｔ｝是最优策略．

证明　易知策略π ＝｛ｕｔ，Ｚｔ｝是一个允许

策略．令Ｖ（ｘ）表示相应的值函数，Ｔ 表示策略③
下破产时刻，由引理２和方程①可得

ｆ（Ｘπｔ∧Ｔ）ｅ
－δ（ｔ∧Ｔ）－ｆ（ｘ）＋

β∫０
ｔ∧Ｔ

ｅ－δｓＵｓｄｓ－φ∫０
ｔ∧Ｔ

ｅ－δｓｄＺｓ

是一个期望为０的鞅．所以
ｆ（ｘ）＝Ｅｘ［ｆ（Ｘπ


ｔ∧Ｔ）ｅ

－δ（ｔ∧Ｔ）－ｆ（ｘ）＋

β∫０
ｔ∧Ｔ

ｅ－δｓＵｓｄｓ－φ∫０
ｔ∧Ｔ

ｅ－δｓｄＺｓ］

由ｆ（ｘ）的有界性可知，当ｔ→∞时，有
Ｅｘ［ｆ（Ｘπ


ｔ∧Ｔ）ｅ

－δ（ｔ∧Ｔ）］→０

故ｆ（ｘ）＝Ｖ（ｘ）≤Ｖ（ｘ）．
另外，由于 ｆ（ｘ）是增的且当 ｘ≤－ｆ（０）φ时，

ｆ（ｘ）＝０，ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上非负，对任意策略
π，由ＨＪＢ方程可知

ｆ（ｘ）≥Ｅ［ｆ（Ｘπｔ∧Ｔ）ｅ
－δ（ｔ∧Ｔ）－ｆ（ｘ）－φ∫０

ｔ∧Ｔ

ｅ－δｓｄＺｓ］≥

Ｅ［β∫０
ｔ∧Ｔ

ｅ－δｓＵｓｄｓ－φ∫０
ｔ∧Ｔ

ｅ－δｓｄＺｓ］

令ｔ→∞，则ｆ（ｘ）≥Ｖπ（ｘ）．
所以ｆ（ｘ）＝Ｖ（ｘ）．

４　结语

本文在带利息力和交易费用的基础上考虑风

险模型的最优分红问题，利用随机控制理论建立相

应的 ＨＪＢ方程，求出相应的解，得出最优策略是
Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ策略的结论．这一研究推广了前人的理
论，使风险模型更加符合实际，更具现实意义，这一

结论可为保险公司的稳健性经营提供某种理论

支持．
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（上接第９４页）
并研究其识别性能．由于本文对阈值的选择和修改
更具有科学性和合理性，即它与训练过程紧密结

合，具有动态性．因此，实验结果表明，本文方法能
取得优于仅使用ＷＮＮ和ＦＮＮ方法的识别效果．

目前很多相关算法只是靠经验和有限的实验

给定参数，但没有讨论参数制定的合理性．采用遗
传算法优化参数是一个很好的思路，因此，寻找更

高效的定参方案，将是下一步研究的重点．
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