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双复合二项风险模型的破产概率

成军祥， 张艳

(河南理工大学 数学与信息科学学院，河南 焦作 454000)

摘要:在随机利率下，考虑资产组合的投资收益下单位时间内收到保单数和索赔次数都符合二项分

布的风险模型，对模型的调节系数和破产概率等重要结论进行了研究，建立了更为客观实际的双险

种风险经营模型，给出模型在初始准备金 u =U( 0)时的破产概率 Ψ( u)在某些特殊情形下的表达式．
关键词:破产概率;二项分布;双险种;随机利率

中图分类号: O211; F840 文献标志码: A DOI: 10． 3969 / j． issn． 2095 － 476X． 2015． 02． 022

Ｒuin probability of double compound binomial risk model

CHENG Jun-xiang， ZHANG Yan
( College of Mathmatics and Information Science，He'nan Polytechnic University，Jiaozuo 454000，China)

Abstract: Under the stochastic interest rate，the insurance policies and investment returns were bivariate
discrete risk model with random variables，stochastic investment yields under the double binomial risk
model，and the general formula was gottenfor the ruin probability Ψ( u) when the initial reserve was u =
U( 0) in certain special circumstances which not only strengthened the reality description ability of the
model，and had more practical meaning to promote stable operation of the insurance company，the insur-
ance company insolvency probability study．
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0 引言
随着保险公司经营规模不断扩大，险种也日益

多元化，经典风险理论的弊端日益凸显． 经典风险
理论虽然大大降低了数学处理的繁琐性，但不能真

实有效地反映现实生活中保险公司的经营情况，因

此研究者在经典风险模型的基础上作进一步研究，

以建立更加合理有效的模型．
目前有许多文献［1 － 6］在经典风险模型的基础上

进行拓宽，主要表现在 5 个方面:对保费收入过程的
推广［7］;对理赔过程的推广; 多险种风险模型的推

广［8］;考虑带干扰的模型; 考虑通胀率和利息率在

保险公司实际经营过程中的作用． 保险公司拥有大
量资金，其经营者为降低破产的风险，往往会将初始

资本金和单位时间内收到的保费进行整合，作为其他

投资的本金，如投资股票、债劵、基金、期货、期权等．
每种投资都有不同的投资收益率，即使同种投资，产

生的投资收益率也会随时间发生改变．为了使经典风
险模型更贴合实际情况，本文拟建立投资收益率服从

正态分布的资产组合，其单位时间内收到保单数和索

赔次数都符合二项分布的风险模型，对模型的调节系

数和破产概率等重要因素进行研究，为保险公司稳定

经营提供更为可靠的理论依据．

1 建立模型
经典的复合二项风险模型定义为

U( n) = u + cn － S( n) S( n) = ∑
N( n)

i = 1
Xi
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n = 0，1，2，…
其中，u和 c为常数，u表示保险公司的初始资本，c ＞
0 为每份保单收取的保费，假定保费收入是公司的
唯一收入; S( n) 表示至时刻 n为止保险公司的总赔
付量; N( n) 为( 0，n］时间区间内发生的总理赔次
数; Xi 表示第 i次的理赔额．
定义 1 设 ( Ω，F，p) 为完备的概率空间，

u∈ Z = { 0，1，2，3，…} ，c∈ Z+ = { 1，2，3…} ，文中
所有的随机变量都是定义在此空间上的，定义保险

公司在 n时刻的盈余

U( n) = ( u － I) + I 1 +∑
n

j = 1
F( )j + cM( n) － S( n)

其中，I是综合考虑各项因素用于投资的金额，M( n)
表示保险公司在( 0，n］时间内收到的保单数，Fj 表

示资产组合在第 j个单位时间内的投资收益率．
对上述模型做如下假设:

1) { Xk，k≥ 1} ，{ Yj，j ≥ 1} 分别是均值为 μ1，

μ2，方差为 δ1，δ2 的取值在( 0，+ ∞ ) 区间的独立同
分布的随机变量序列，其分布函数分别为

F1 ( x) ，F2 ( x) ;
2) { Fj，j≥ 1} 是服从参数为 r，σr

2的正态分布;

3) { M( n) ，n≥ 0} ，{ N1 ( n) ，n ≥ 0} ，{ N2 ( n) ，
n≥0} 分别服从参数为 p1，p2，p3 的二项分布，即

P{ M( n) = k} = Cn
kp1

kq1
n－k

P{ N1 ( n) = k} = Cn
kp2

kq2
n－k

P{ N2 ( n) = k} = Cn
kp3

kq3
n－k

其中，q1 = 1 － p1，q2 = 1 － p2，q3 = 1 － p3 ;
4) { M( n) ，n ≥ 0} ，{ N1( n) ，n ≥ 0} ，{ N2( n) ，

n≥0} ，{ Fj，j≥1} ，{ Xk，k≥1} ，{ Yj，j≥1} 相互独立．

记 B( n) = I∑
n

j = 1
Fj + cM( n) －∑

N1( n)

k = 1
Xk －∑

N2( n)

i = 1
Yi，表

示保险公司在 n时刻的盈利． 为保证保险公司能够
正常经营不至于破产，结合模型，要求 E［B( n) ］ ＞
0，即

E［B( n) ］ = E I∑
n

j =1
Fj + cM( n) －∑

N1( n)

k =1
Xk －∑

N2( n)

i =1
Y[ ]i =

IE ∑
n

j = 1
F[ ]j + cE［M( n) ］－ E ∑

N1( n)

k = 1
X[ ]k － E ∑

N2( n)

i = 1
Y[ ]i =

I∑
n

j = 1
r + cnp1 － E［Xk］E ∑

n

k = 1
N1 ( n[ ]) －

E［Yi］E ∑
n

i =1
N2( n[ ]) = Inr + cnp1 － μnp2 － μnp3 ＞ 0

所以 Ir + cp1 ＞ μp2 + μp3，由此定义相对安全负

荷系数 θ =
Ir + cp1
μp2 + μp3

－ 1 ＞ 0．

记保险公司破产时刻 T = min{ n | n ≥ 0，
U( n) ＜ 0} ，则在初始资本为 u 的条件下，定义保险
公司最终破产概率

Ψ( u) = P［T ＜ ∞ | U( 0) = u］ =
P{t≥ 0，U( t) ≤ 0}

2 预备引理
引理 1 盈利过程{ B( n) ，n≥ 0} 有以下性质:

1) 具有平稳独立增量性; 2) 存在正数 υ，使得
E［e－υB( n)］ ＜ ∞ ．
引理 2 对于盈利过程{ B( n) ，n≥ 0} ，存在函

数 g( υ) ，使得 E［e－υB( n)］ = eng( υ) ，且当 － Iσr
2 +

c2p1q1 ＞ 0时，方程 g( υ) = 0有唯一正解 Ｒ，并称之
为调节系数．
证明

E［e－υB( n)］ =

E exp － υ I∑
n

j = 1
Fj + cM( n) －∑

N1( n)

k = 1
Xk －∑

N2( n)

i = 1
Y[ ]{ }i =

E［exp( － υI∑
n

j = 1
Fj ) ］·E［exp( － υcM( n) ］·

E［exp( υ∑
N1( n)

k = 1
Xk ) ］·E［exp( υ∑

N2( n)

i = 1
Yi) ］ =

exp［－ nI( rυ + 1
2 σr

2υ2 ) ］·( p1e
－cυ + q1 )

n·

( p2MX ( υ) + q2 )
n·( p3MY ( υ) + q3 )

n =

exp{ n［－ I( rυ + 1
2 σr

2υ2 ) + ln( p1e
－cυ + q1 ) +

ln( P2MX ( υ) + q2 ) + ln( p3MY ( υ) + q3 ) ］}

其中，MX ( υ) = E［eυX］ = ∑
∞

i = 1
eυiP{ X = i} ，

MY ( υ) = E［eυY］ = ∑
∞

i = 1
eυiP{ Y = i} 为理赔额{ Xk，

k≥1} ，{ Yj，j≥ 1} 的矩母函数．而 E［e－υB( n)］≠ 0，
则由引理 1 可知，存在函数 g( υ) 使得 E［e－υB( n)］ =
eng( υ) ，且

g( υ) = － I( rυ + 1
2 σr

2υ2 ) + ln( p1e
－cυ + q1 ) +

ln( p2MX ( υ) + q2 ) + ln( p3MY ( υ) + q3 )
又 g( 0) = 0，则

g'( υ) = － I( r + σr
2υ) －

cp1e
－cυ

p1e
－cυ + q1

+

p2E( Xeυ
X )

p2MX ( υ) + q2
+

p3E( Yeυ
Y )

p3MY ( υ) + q3

g″( υ) = － Iσr
2 +

c2p1q1e
－cυ

( p1e
－cυ + q1 )

2 +
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p2E( X
2eυX ) ( p2MX ( υ) + q2 ) － p2

2E2 ( XeυX )
( p2MX ( υ) + q2 )

2 +

p3E( Y
2eυY ) ( p3MY ( υ) + q3 ) － p3

2E2 ( YeυY )
( p3MY ( υ) + q3 )

2

且由施瓦兹( Sclwarz) 不等式，有
p2E( X

2eυX ) p2MX ( υ) =
p2

2E( X2eυX ) E( eυX ) ≥ p2
2E2 ( XeυX )

p3E( Y
2eυY ) p3MY ( υ) =

p3
2E( Y2eυY ) E( eυY ) ≥ p3

2E2 ( YeυY )
所以当 υ ＞ 0 且 － Iσr

2 + c2p1q1 ＞ 0 时，有

g″( υ) = － Iσr
2 +

c2p1q1e
－cυ

( p1e
－cυ + q1 )

2 +

p2E( X
2eυX ) ( p2MX ( υ) + q2 ) － p2

2E2 ( XeυX )
( p2MX ( υ) + q2 )

2 +

p3E( Y
2eυY ) ( p3MY ( υ) + q3 ) － p3

2E2 ( YeυY )
( p3MY ( υ) + q3 )

2 ＞ 0

所以 g( υ) 有极小值点，因而方程 g( v) = 0 有
两个解，其中 υ = 0 为平凡解．
又 g'( 0) = － Ir － cp1 + μp2 + μp3 ＜ 0，且当 υ→

∞ 时，g'( υ) →∞，故方程 g( υ) = 0必有1个非平凡
解，即方程 g( υ) = 0 存在唯一正解 Ｒ．

3 破产概率
定理 1 风险模型{ U( n) ，n = 1，2，…} 的最终

破产概率满足

Ψ( u) = e－Ｒu

E［e－ＲU( T) | T ＜ ∞］
其中，Ｒ为调节系数，特别地，Ψ( u) ≤ e－Ｒu ．
证明 对任意的 n≥ 1 和 υ ＞ 0，有

E［e－υU( n)］ = E［e－υU( n) | T ＜ n］Pr{ T ＜ n} +
E［e－υU( n) | T≥ n］Pr{ T≥ n} ①

由 U( n) 的定义可知，右端的第一项 ( 记为
D1 ) ，U( n) 写成 U( n) = U( T) +［B( n) － B( T) ］，
则对于给定的 T，［B( n) － B( T) ］与U( T) 独立，从而
D1 = E［e－υU( T) e－υ［B( n) －B( T) ］ | T ＜ n］Pr{ T ＜ n} =

E［e－υU( T) | T ＜ n］exp{ － I( rυ + 1
2 σr

2υ2 ) +

ln( p1e
－cυ + q1 ) + ln( p2MX ( υ) + q2 ) +

ln( p3 ( MY ( υ) + q3 ) ( n － T) Pr{ T ＜ n}
利用引理 3，令 υ = Ｒ，于是①式可变为
e－Ｒu = E［e－ＲU( T) | T ＜ n］Pu{ T ＜ n} +

E［e－ＲU( T) | T≥ n］Pu{ T ＜ n} ②
记②式右端第1项为D2，第2项为D3，令 n→∞，

D2 变为E［e－ＲU( T) | T≥ n］Pr{ T≥ n} ，若能证明当 n→
∞ 时，D3 → 0，则定理得证．不妨设 Var( X) 有限，记

α = Ir + cp1 － μ1p2 － μ2p3
β2 = I2σr

2 + c2p1q1 +
p2 ( q2μ1

2 + σ1
2 ) + p3 ( q3μ2

2 + σ2
2 )

易知 Var［U( n) ］ = nβ2 ．由于 α ＞ 0，考察 Δ = u +

nα －βn
2
3，只要 n充分大，Δ 是正的，且当 n → ∞ 时

Δ→ ∞ ．将 D3 拆成两项，有

E［e－ＲU( T) | T≥ n］Pr{ T≥ n} = E［e－ＲU( T) | T≥ n，
0 ≤ U( n) ≤ Δ］Pr{ T≥ n，0 ≤ U( n) ≤ Δ} +

E［e－ＲU( T) | T≥ n，U( n) ＞ Δ］Pr{ T≥ n，
U( n) ＞ Δ} ≤ Pr{ 0 ≤ U( n) ≤ Δ} + e－ＲΔ ③
由 Chebychev不等式，得

Pr{ 0 ≤ U( n) ≤ Δ} = Pr{ 0 ≤ U( n) ≤

E［U( n) － βn
2
3］} ≤

Pr{ | U( n) － E［U( n) ］|≥ βn
2
3 } ≤

Var［U( n) ］β －2n－ 4
3 = n－ 1

3

于是当 n→∞ 时，③式右端趋于零，从而 D3 →
0，故在②式中令 n→ ∞，有

Ψ( u) = e－Ｒu

E［e－ＲU( T) | T ＜ ∞］
再注意到 U( T) ＜ 0，e－ＲU( T) ＞ 1，从而 u ≥ 0，有
Ψ( u) ≤ e－Ｒu ．
定理得证．
该定理是破产概率的一个上界，只与调节系

数、初始资本金、投资资本和随机利率有关，保险公
司可根据该理论来拟定初始资本金，为破产风险的

研究提供更好的理论依据．
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