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摘要：利用辅助函数法，把广义Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程转化为代数方程组进行求解，并运用 Ｍａｐｌｅ软件计算
得出非线性广义Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的１０组精确行波解，解的形式丰富多样；利用该解题思路还可以求
解推广的ＫｄＶ方程和耦合的薛定谔方程的精确行波解．
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０　引言
广义Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程是物理学中描述规则波和

不规则波在复杂地形上发生折射、绕射和反射等效

应的非常重要的数学模型，很多学者都对它进行了

研究：Ｃ．Ｊ．Ｂａｉ等［１］应用扩展双曲函数法得到了６组
精确解；Ｐ．Ａ．Ｃｌａｒｋｓｏｎ等［２－３］给出了由 Ｗ．Ｇ．Ｚｈａｎｇ
等［４－５］提出的由弹性棒产生的纵波传播的非线性模

型在ｐ＝１，２，４时的孤立波解；Ａ．Ｐａｒｋ［６］也研究了此
类方程的孤立波解和显式解；Ｊ．Ｂ．Ｌｉ等［７］运用分支

方法得到几组孤立波解和扭波解；而Ｄ．Ｋａｙａ［５］运用
Ａｄｏｍｉａｎ分解法也求出此类方程的一个孤立波解；

Ｍ．Ｒａｆｅｉ等［８］运用同伦扰动的方法求出了此类方程

的一个近似解．在此类研究的基础上，本文将利用
辅助函数法，给出广义 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的精确行
波解．

１　研究方案
给定一个方程

Ｆ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕｔ，ｕｘ，ｕｘｘ，…）＝０ ①
其中，Ｆ是已知函数，ｕ＝ｕ（ｘ，ｔ）是待求函数．方程
①的精确行波解的定义为：如果某个用解析表达式
表达的函数ｕ＝ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）使方程①成为恒等
式，其中 ξ＝ｂｘ＋ｃｔ，则称 ｕ是方程 ① 的精确行



景书杰，等：广义Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的精确行波解研究

波解．
这里，以一个简单的ＫｄＶ方程

ｕｔ＋６ｕｕｘ＋ｕｘｘｘ ＝０ ②
为例，研究行波解的求法．

作行波变换ξ＝ａｘ＋ｂｔ，则原偏微分方程解的
形式可设为ｕ＝ｕ（ξ）．由此可得

ｕｔ＝ｂｕ′　　ｕｘ ＝ａｕ′　　ｕｘｘｘ ＝ａ
３ｕ

将其代入方程②，可得
ｂｕ′＋６ａｕｕ′＋ａ３ｕ＝０ ③

设

ｕ＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｋｉｆ

ｉ（ξ）＝ｋ０＋ｋ１ｆ（ξ）＋… ＋ｋｎｆ
ｎ（ξ）

其中ｆ满足

ｆ′＝ ∑
４

ｋ＝０
ｃｋｆ槡

ｋ ④

由齐次平衡思想可知，③ 式中的非线性项
６ａｕｕ′应与最高阶导数项ａ３ｕ中ｆ的次数相等，故可
得

ｎ＋ｎ＋１＝ｎ＋３
因而ｎ＝２．由此可得

ｕ＝ｋ０＋ｋ１ｆ（ξ）＋ｋ２ｆ
２（ξ）

ｕ′＝ｋ１ｆ′＋２ｋ２ｆｆ′　　　

ｕ″＝ｋ１ｆ″＋２ｋ２［ｆｆ″＋（ｆ′）
２

{
］

⑤

由④式可知
（ｆ′）２ ＝ｃ０＋ｃ１ｆ＋ｃ２ｆ

２＋ｃ３ｆ
３＋ｃ４ｆ

４

两边求导，得到

２ｆ′ｆ″＝ｃ１ｆ′＋２ｃ２ｆｆ′＋３ｃ３ｆ
２ｆ′＋４ｃ４ｆ

３ｆ′
等式两边约掉ｆ′，从而得到

２ｆ″＝ｃ１＋２ｃ２ｆ＋３ｃ３ｆ
２＋４ｃ４ｆ

３ ⑥
将④式和⑥式代入⑤式，得到

ｕ″＝ｌ０＋ｌ１ｆ＋ｌ２ｆ
２＋ｌ３ｆ

３＋ｌ４ｆ
４

从而有

ｕ＝ｌ１ｆ′＋２ｌ２ｆｆ′＋３ｌ３ｆ
２ｆ′＋４ｌ４ｆ

３ｆ′
其中，ｌｉ（ｉ＝０，１，…，４）是与 ｃｉ（ｉ＝０，１，…，４）和
ｋｉ（ｉ＝０，１，２）相关的常数，将 ｕ′，ｕｕ′和 ｕ代入 ③
式得出的是关于ｆ′，ｆｆ′，ｆ２ｆ′和ｆ３ｆ′的等式，因为它们
线性无关，所以其系数必须为零，进而得到关于

ｃｉ（ｉ＝０，１，…，４）与ｋｉ（ｉ＝０，１，２）的代数方程组，
求其解，再利用方程④解的形式，就可解出ｕ．

２　求解过程
对广义Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程

ｔ
＋ｐ
( )ｘ

２
ｕ＋ｑ

２ｕ
ｘ２
＋ｒ

２ｕ２

ｘ２
－ｓ

４ｕ
ｘ４
＝０

即

（ｐ２＋ｑ）ｕｘｘ＋ｕｔｔ＋２ｐｕｘｔ＋２ｒｕ
２
ｘ＋

２ｒｕｕｘｘ－ｓｕｘｘｘｘ ＝０ ⑦
假设ｕ＝ｕ（ξ），其中ξ＝ａｘ＋ｂｔ，则
ｕｔ＝ｂｕ′　　ｕｘ ＝ａｕ′　　ｕｘｘ ＝ａ

２ｕ″
ｕｔｔ＝ｂ

２ｕ″　　ｕｘｔ＝ａｂｕ″　　ｕｘｘｘｘ ＝ａ
４ｕ（４） ⑧

将⑧式代入⑦式得到
（ｐ２＋ｑ）ａ２ｕ″＋ｂ２ｕ″＋２ｐａｂｕ″＋
２ｒａ２（ｕ′）２＋２ｒａ２ｕｕ″－ｓａ４ｕ（４） ＝０ ⑨

设

ｕ＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｋｉｆ

ｉ（ξ）＝ｋ０＋ｋ１ｆ（ξ）＋… ＋ｋｎｆ
ｎ（ξ）⑩

其中ｆ满足④式．
由齐次平衡思想可知，非线性项２ｒａ２ｕｕ″应与最

高阶导数项ｓａ４ｕ（４）中ｆ的次数相等，可得ｎ＋ｎ＋２＝
ｎ＋４，从而ｎ＝２．于是，⑩式可写为

ｕ＝ｋ０＋ｋ１ｆ（ξ）＋ｋ２ｆ
２（ξ） 瑏瑡

则有

ｕ′＝ｋ１ｆ′＋２ｋ２ｆｆ′ 瑏瑢
ｕ″＝ｋ１ｆ″＋２ｋ２［ｆｆ″＋（ｆ′）

２］ 瑏瑣
由④式可得（ｆ′）２＝ｃ０＋ｃ１ｆ＋ｃ２ｆ

２＋ｃ３ｆ
３＋ｃ４ｆ

４，

两边求导，得到

２ｆ′ｆ″＝ｃ１ｆ′＋２ｃ２ｆｆ′＋３ｃ３ｆ
２ｆ′＋４ｃ４ｆ

３ｆ′
从而

２ｆ″＝ｃ１＋２ｃ２ｆ＋３ｃ３ｆ
２＋４ｃ４ｆ

３ 瑏瑤
将④瑏瑤式代入瑏瑣式，得到

ｕ″＝ １
２ｋ１ｃ１＋２ｋ２ｃ( )０ ＋（ｋ１ｃ２＋３ｋ２ｃ１）ｆ＋

３
２ｋ１ｃ３＋４ｋ２ｃ( )２ ｆ２＋（２ｋ１ｃ４＋５ｋ２ｃ３）ｆ３＋６ｋ２ｃ４ｆ４＝

ｌ０＋ｌ１ｆ＋ｌ２ｆ
２＋ｌ３ｆ

３＋ｌ４ｆ
４ 瑏瑥

其中，ｌ０ ＝
１
２ｋ１ｃ１ ＋２ｋ２ｃ０，ｌ１ ＝ｋ１ｃ２ ＋３ｋ２ｃ１，ｌ２ ＝

３
２ｋ１ｃ３＋４ｋ２ｃ２，ｌ３ ＝２ｋ１ｃ４＋５ｋ２ｃ３，ｌ４ ＝６ｋ２ｃ４．

另一方面，由瑏瑢式可得
（ｕ′）２ ＝ｋ１

２ｃ０＋（ｋ１
２ｃ１＋４ｋ１ｋ２ｃ０）ｆ＋

（ｋ１
２ｃ２＋４ｋ１ｋ２ｃ１＋４ｋ２

２ｃ０）ｆ
２＋

（ｋ１
２ｃ３＋４ｋ１ｋ２ｃ２＋４ｋ２

２ｃ１）ｆ
３＋

（ｋ１
２ｃ４＋４ｋ１ｋ２ｃ３＋４ｋ２

２ｃ２）ｆ
４＋

（４ｋ１ｋ２ｃ４＋４ｋ２
２ｃ３）ｆ

５＋４ｋ２
２ｃ４ｆ

６ 瑏瑦

ｕ（４） ＝ １
２ｌ１ｃ１＋２ｌ２ｃ( )０ ＋（ｌ１ｃ２＋３ｌ２ｃ１＋６ｌ３ｃ０）ｆ＋
３
２ｌ１ｃ３＋４ｌ２ｃ２＋

１５
２ｌ３ｃ１＋１２ｌ４ｃ( )０ ｆ２＋
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（２ｌ１ｃ４＋５ｌ２ｃ３＋９ｌ３ｃ３＋１４ｌ４ｃ１）ｆ
３＋

６ｌ２ｃ４＋
２１
２ｌ３ｃ３＋１６ｌ４ｃ( )２ ｆ４＋

（１２ｌ３ｃ４＋１８ｌ４ｃ３）ｆ
５＋２０ｌ４ｃ４ｆ

６ 瑏瑧
将瑏瑥瑏瑦瑏瑧式代入⑨式，得到

（ｐ２ａ２＋ｑａ２＋ｂ２＋２ｐａｂ）ｌ０＋

２ｒａ２ｋ１
２ｃ０＋２ｒａ

２ｋ０ｌ０－ｓａ
４ １
２ｌ１ｃ１＋２ｌ２ｃ( )０ ＋

［（ｐ２ａ２＋ｑａ２＋ｂ２＋２ｐａｂ）ｌ１＋
２ｒａ２（ｋ１

２ｃ１＋４ｋ１ｋ２ｃ０）＋２ｒａ
２（ｋ０ｌ１＋ｋ１ｌ０）－

ｓａ４（ｌ１ｃ２＋３ｌ２ｃ１＋６ｌ３ｃ０）］ｆ＋
［（ｐ２ａ２＋ｑａ２＋ｂ２＋２ｐａｂ）ｌ２＋
２ｒａ２（ｋ１

２ｃ２＋４ｋ１ｋ２ｃ１＋４ｋ
２
２ｃ０）＋

２ｒａ２（ｋ０ｌ２＋ｋ１ｌ１＋ｋ２ｌ０）－

ｓａ４ ３
２ｌ１ｃ３＋４ｌ２ｃ２＋

１５
２ｌ３ｃ１＋１２ｌ４ｃ( )０ ］ｆ２＋

［（ｐ２ａ２＋ｑａ２＋ｂ２＋２ｐａｂ）ｌ３＋
２ｒａ２（ｋ１

２ｃ３＋４ｋ１ｋ２ｃ２＋４ｋ２
２ｃ１）＋

２ｒａ２（ｋ０ｌ３＋ｋ１ｌ２＋ｋ２ｌ１）－
ｓａ４（２ｌ１ｃ４＋５ｌ２ｃ３＋９ｌ３ｃ２＋１４ｌ４ｃ１）］ｆ

３＋
［（ｐ２ａ２＋ｑａ２＋ｂ２＋２ｐａｂ）ｌ４＋
２ｒａ２（ｋ１

２ｃ４＋４ｋ１ｋ２ｃ３＋４ｋ２
２ｃ２）＋

２ｒａ２（ｋ０ｌ４＋ｋ１ｌ３＋ｋ２ｌ２）－

ｓａ４（６ｌ２ｃ４＋
２１
２ｌ３ｃ３＋１６ｌ４ｃ２）］ｆ

４＋

［２ｒａ２（４ｋ１ｋ２ｃ４＋４ｋ２
２ｃ３）＋

２ｒａ２（ｋ１ｌ４＋ｋ２ｌ３）－ｓａ
４（１２ｌ３ｃ４＋１８ｌ４ｃ３）］ｆ

５＋
［２ｒａ２（４ｋ２

２ｃ４）＋２ｒａ
２ｋ２ｌ４－ｓａ

４（２０ｌ４ｃ４）］ｆ
６＝０

由于１，ｆ，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５与ｆ６线性无关，所以各项系
数均为０．经化简，并令

ｐ２ａ２＋ｑａ２＋ｂ２＋２ｐａｂ
ｓａ４

＝Ａ　　 ｒ
ｓａ２
＝Ｂ 瑏瑨

从而得到

Ａ １
２ｋ１ｃ１＋２ｋ２ｃ( )０ ＋Ｂ（２ｋ１２ｃ０＋ｋ０ｋ１ｃ１＋４ｋ０ｋ２ｃ０）＝
１
２ｋ１ｃ１ｃ２＋

３
２ｋ２ｃ１

２＋３ｋ１ｃ０ｃ３＋８ｋ２ｃ０ｃ２

Ａ（ｋ１ｃ２＋３ｋ２ｃ１）＋Ｂ（３ｋ１
２ｃ１＋２ｋ０ｋ１ｃ２＋

６ｋ０ｋ２ｃ１＋１２ｋ１ｋ２ｃ０）＝

ｋ１ｃ２
２＋１５ｋ２ｃ１ｃ２＋

９
２ｋ１ｃ１ｃ３＋１２ｋ１ｃ０ｃ４＋３０ｋ２ｃ０ｃ３

Ａ ３
２ｋ１ｃ３＋４ｋ２ｃ( )２ ＋Ｂ（４ｋ１２ｃ２＋１５ｋ１ｋ２ｃ１＋
１２ｋ２

２ｃ０＋３ｋ０ｋ１ｃ３＋８ｋ０ｋ２ｃ２）＝

１５
２ｋ１ｃ２ｃ３＋４２ｋ２ｃ１ｃ３＋１６ｋ２ｃ２

２＋１５ｋ１ｃ１ｃ４＋７２ｋ２ｃ０ｃ４

Ａ（２ｋ１ｃ４＋５ｋ２ｃ３）＋Ｂ（５ｋ１
２ｃ３＋１８ｋ１ｋ２ｃ２＋

１４ｋ２
２ｃ１＋４ｋ０ｋ１ｃ４＋１０ｋ０ｋ２ｃ３）＝

２０ｋ１ｃ２ｃ４＋９０ｋ２ｃ１ｃ４＋
１５
２ｋ１ｃ３

２＋６５ｋ２ｃ２ｃ３

６Ａｋ２ｃ４＋Ｂ（６ｋ１
２ｃ４＋２１ｋ１ｋ２ｃ３＋１６ｋ２

２ｃ２＋１２ｋ０ｋ２ｃ４）＝

３０ｋ１ｃ３ｃ４＋１２０ｋ２ｃ２ｃ４＋
１０５
２ｋ２ｃ３

２

Ｂ（２４ｋ１ｋ２ｃ４＋１８ｋ２
２ｃ３）＝２４ｋ１ｃ４

２＋１６８ｋ２ｃ３ｃ４
２０Ｂｋ２

２ｃ４ ＝１２０ｋ２ｃ４
２

以上公式联立，利用 Ｍａｐｌｅ软件计算可得以下
四组解：

１）ｋ１＝０，ｋ２＝０，ｋ０和ｃｉ（ｉ＝０，１，…，４）为任意
常数；

２）ｋ２ ＝０，ｃ４＝０，ｃ３＝
２Ｂｋ１
３ ，ｃ２＝Ａ＋２Ｂｋ０，ｃ０，

ｃ１，ｋ０和ｋ１为任意常数；
３）ｃ０ ＝ｃ１＝ｃ２＝ｃ３＝ｃ４＝０，ｋｉ（ｉ＝０，１，２）为

任意常数；

４）ｋ０ ＝
１６ｃ２ｃ４－４Ａｃ４－３ｃ３

２

８Ｂｃ４
，ｋ１ ＝

３ｃ３
Ｂ，ｋ２ ＝

６ｃ４
Ｂ，ｃ１＝

ｃ３（４ｃ２ｃ４－ｃ３
２）

８ｃ４
２ ，ｃ０，ｃ２和ｃ３为任意常数，ｃ４，

ａ和ｂ为非零任意常数．
由于ｋ２不可以为０，故解１），２）应舍去；且在取

解３）时，函数ｆ为０，不可取，因此，只有解４）符合情
况．

下面分１０种情况讨论函数ｆ，进而利用瑏瑡式得
出所求函数ｕ．
１）当ｃ０＝０，ｃ２＞０，ｃ３＝０，ｃ４＜０时，ｃ１＝０，④

式有解ｆ＝ －
ｃ２
ｃ槡 ４
ｓｅｃｈ（ ｃ槡２ξ），此时，ｋ０＝

４ｃ２－Ａ
２Ｂ ，

ｋ１ ＝０，ｋ２ ＝
６ｃ４
Ｂ，从而可得

ｕ＝
４ｃ２－Ａ
２Ｂ －

６ｃ２
Ｂｓｅｃｈ

２（ ｃ槡２（ａｘ＋ｂｔ）） 瑏瑩

２）当ｃ０＝
ｃ２
２

４ｃ４
，ｃ２＜０，ｃ３＝０，ｃ４＞０时，ｃ１＝０，

④式有解 ｆ＝ －
ｃ２
２ｃ槡 ４
ｔａｎｈ －

ｃ２
槡 ２( )ξ，此时，ｋ０ ＝

４ｃ２－Ａ
２Ｂ ，ｋ１ ＝０，ｋ２ ＝

６ｃ４
Ｂ，从而可得

ｕ＝
４ｃ２－Ａ
２Ｂ －

３ｃ２
Ｂｔａｎｈ

２
－
ｃ２

槡 ２（ａｘ＋ｂｔ( )）
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３）当ｃ０＝０，ｃ２＜０，ｃ３＝０，ｃ４＞０时，ｃ１＝０，④

式有 解 ｆ＝ －
ｃ２
ｃ槡 ４
ｓｅｃ －ｃ槡 ２

( )ξ，此 时，ｋ０ ＝

４ｃ２－Ａ
２Ｂ ，ｋ１ ＝０，ｋ２ ＝

６ｃ４
Ｂ，从而可得

ｕ＝
４ｃ２－Ａ
２Ｂ －

６ｃ２
Ｂｓｅｃ

２（ －ｃ槡 ２（ａｘ＋ｂｔ））

４）当ｃ０＝
ｃ２２
４ｃ４
，ｃ２＞０，ｃ３＝０，ｃ４＞０时，ｃ１＝０，

④式有解ｆ＝
ｃ２
２ｃ槡４
ｔａｎ ｃ２
槡２( )ξ，此时ｋ０＝４ｃ２－Ａ２Ｂ ，

ｋ１ ＝０，ｋ２ ＝
６ｃ４
Ｂ，从而可得

ｕ＝
４ｃ２－Ａ
２Ｂ ＋

３ｃ２
Ｂｔａｎ

２ ｃ２
槡２

（ａｘ＋ｂｔ( )） 瑐瑠

５）当ｃ０＝０，ｃ２＝０，ｃ３＝０，ｃ４＞０时，ｃ１＝０，④

式有解ｆ＝－ １
ｃ槡４ξ
，此时，ｋ０＝－

Ａ
２Ｂ，ｋ１＝０，ｋ２＝

６ｃ４
Ｂ，

从而可得

ｕ＝－Ａ２Ｂ＋
６

Ｂ（ａｘ＋ｂｔ）２

６）当ｃ０＝－
ｃ２
２ｍ２（１－ｍ２）
ｃ４（２ｍ

２－１）
，ｃ２＞０，ｃ３＝０，ｃ４＜

０时，ｃ１ ＝０，④式有解

ｆ＝ －
ｃ２ｍ

２

ｃ４（２ｍ
２－１槡 ）

ｃｎ ｃ２
２ｍ２－槡 １

ξ，( )ｍ
此时，ｋ０ ＝

４ｃ２－Ａ
２Ｂ ，ｋ１ ＝０，ｋ２ ＝

６ｃ４
Ｂ，从而可得

ｕ＝
４ｃ２－Ａ
２Ｂ －

６ｃ２ｍ
２

Ｂ（２ｍ２－１）
ｃｎ２ ｃ２

２ｍ２－槡 １
（ａｘ＋ｂｔ），( )ｍ

７）当ｃ０＝－
ｃ２２（１－ｍ

２）

ｃ４（２－ｍ
２）２
，ｃ２＞０，ｃ３＝０，ｃ４＜０

时，ｃ１ ＝０，④式有解

ｆ＝ －
ｃ２

ｃ４（２－ｍ
２槡 ）
ｄｎ ｃ２

２－ｍ槡 ２ξ，( )ｍ
此时，ｋ０ ＝

４ｃ２－Ａ
２Ｂ ，ｋ１ ＝０，ｋ２ ＝

６ｃ４
Ｂ，从而可得

ｕ＝
４ｃ２－Ａ
２Ｂ －

６ｃ２
Ｂ（２－ｍ２）

ｄｎ２ ｃ２
２－ｍ槡 ２（ａｘ＋ｂｔ），( )ｍ

８）当ｃ０＝－
ｃ２２ｍ

２

ｃ４（ｍ
２＋１）２

，ｃ２＜０，ｃ３＝０，ｃ４＞０

时，ｃ１ ＝０，④式有解

ｆ＝ －
ｃ２ｍ

２

ｃ４（ｍ
２＋１槡 ）

ｓｎ －
ｃ２

ｍ２＋槡 １
ξ，( )ｍ

此时，ｋ０ ＝
４ｃ２－Ａ
２Ｂ ，ｋ１ ＝０，ｋ２ ＝

６ｃ４
Ｂ，从而可得

ｕ＝
４ｃ２－Ａ
２Ｂ －

６ｃ２ｍ２
Ｂ（ｍ２＋１）

ｓｎ２ －
ｃ２

ｍ２＋槡 １
（ａｘ＋ｂｔ），( )ｍ

９）当ｃ０＝０，ｃ３（４ｃ２ｃ４－ｃ３
２）＝０，ｃ２＜０，ｃ４＞０

时，④式有解

ｆ＝－
ｃ２ｓｅｃ

２ １
２ －ｃ槡 ２( )ξ

２ －ｃ２ｃ槡 ４ｔａｎ
１
２ －ｃ槡 ２( )ξ＋ｃ３

此时，ｋ０ ＝
１６ｃ２ｃ４－４Ａｃ４－３ｃ３

２

８Ｂｃ４
，ｋ１ ＝

３ｃ３
Ｂ，ｋ２ ＝

６ｃ４
Ｂ，

从而可得

ｕ＝
１６ｃ２ｃ４－４Ａｃ４－３ｃ３

２

８Ｂｃ４
－

３ｃ２ｃ３ｓｅｃ
２ １
２ －ｃ槡 ２（ａｘ＋ｂｔ( )）

２Ｂ －ｃ２ｃ槡 ４ｔａｎ
１
２ －ｃ槡 ２（ａｘ＋ｂｔ( )）＋ｃ３Ｂ

＋

６ｃ４
Ｂ

ｃ２
２ｓｅｃ４ １

２ －ｃ槡 ２（ａｘ＋ｂｔ( )）
２ －ｃ２ｃ槡 ４ｔａｎ

１
２ －ｃ槡 ２（ａｘ＋ｂｔ( )）＋ｃ( )３ ２

１０）当ｃ０ ＝０，ｃ３（４ｃ２ｃ４－ｃ３
２）＝０，ｃ２ ＞０，ｃ４ ＞

０时，④式有解

ｆ＝－
ｃ２ｓｅｃｈ

２ １
２ ｃ槡２( )ξ

２ ｃ２ｃ槡 ４ｔａｎｈ
１
２ ｃ槡２( )ξ＋ｃ３

此时，ｋ０＝
１６ｃ２ｃ４－４Ａｃ４－３ｃ３

２

８Ｂｃ４
，ｋ１＝

３ｃ３
Ｂ，ｋ２＝

６ｃ４
Ｂ，

从而可得

ｕ＝
１６ｃ２ｃ４－４Ａｃ４－３ｃ３

２

８Ｂｃ４
－

３ｃ２ｃ３ｓｅｃｈ
２ １
２ ｃ槡２（ａｘ＋ｂｔ( )）

２Ｂ ｃ２ｃ槡 ４ｔａｎｈ
１
２ ｃ槡２（ａｘ＋ｂｔ( )）＋ｃ３Ｂ

＋

６ｃ４
Ｂ

ｃ２
２ｓｅｃｈ４ １

２ ｃ槡２（ａｘ＋ｂｔ( )）
２ ｃ２ｃ槡 ４ｔａｎｈ

１
２ ｃ槡２（ａｘ＋ｂｔ( )）＋ｃ( )３ ２
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以上各种情况中，Ａ，Ｂ的取值见瑏瑨式．经验证，
这些解全部是⑦式的解．

在瑏瑩式中，取ｃ２＝１，ａ＝１，ｂ＝１，ｒ＝１，ｓ＝１，
ｐ＝１，ｑ＝２，可得

ｕ＝－１－６ｓｅｃｈ２（ｘ＋ｔ）
利用Ｍａｐｌｅ，可画出在 －８≤ｘ≤５，０≤ｔ≤５时

的图形，即孤立波解，波形见图１；在瑐瑠式中，取ｃ２＝
２，ａ＝１，ｂ＝１，ｒ＝１，ｓ＝１，ｐ＝１，ｑ＝２，可得

ｕ＝１＋６ｔａｎｈ２（ｘ＋ｔ）
利用Ｍａｐｌｅ，可画出其在 －３≤ｘ≤３，０≤ｔ≤６

时的图形，即行波解，波形见图２．对于其他情况解
的图形，这里不作研究．

图１　孤立波解波形图

图２　行波解波形图

３　结语
本文利用辅助函数法，对广义 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程

的精确行波解进行研究，得到了非线性广义

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的１０组精确行波解，其中解的形式
丰富多样，有三角函数、双曲函数、雅克比椭圆函数

和有理函数等．另外，经过验证，利用本文的解题思
路还可以求解推广的 ＫｄＶ方程和耦合的薛定谔方
程的精确行波解，并且同样能够得到形式丰富的解．
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