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摘要：在实Ｂａｎａｃｈ空间中研究Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的ｋ－次增生算子方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ解的带
误差的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列稳定性问题，并给出｛ｙｎ｝收敛到方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ的唯一
解ｑ的估计式，从而推广和改进了文献中的相应结果．
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ｃｏｎｖｅｒｇｅｄｔｏｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｘ＋Ｔｘ＝ｆｗａｓｇｉｖｅｎ，ｗｈｉｃｈｅｘｔｅｎｄｅｄａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｉｎ
ｓｏｍｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ．

０　引言

非线性算子不动点理论作为泛函分析的重要组成部分，被广泛应用于微分方程、积分方程、优

化理论、数学规划问题等许多领域，而非线性算子不动点迭代算法的研究已成为近些年来学术界

所研究的最活跃的课题之一．关于ｋ－次增生算子方程解的迭代逼近问题的研究得到了许多学者

的关注［１－８］．近些年来，文献［９－２１］研究了一些非线性映象不动点的存在性与迭代逼近．受上述

工作启发，本文在文献［６］的基础上研究ｋ－次增生算子方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ和ｋ－次散逸算子方程ｘ－

λＴｘ＝ｆ解的带误差的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列的稳定性问题，并给出｛ｙｎ｝收敛到方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ的唯一解

ｑ新的收敛率估计式，以期对已知结果作一些推广和改进．

１　预备知识

引理１　 设非负实数列｛ａｎ｝满足ａｎ＋１≤（１－ｔｎ）ａｎ＋ｂｎ，ｎ≥ ｎ０，其中 ｎ０是某一正整数，

ｔｎ∈［０，１］，∑
∞

ｎ＝０
ｔｎ ＝∞，∑

∞

ｎ＝０
ｂｎ ＝∞，则ａｎ→０（ｎ→∞）．

设Ｘ是实Ｂａｎａｃｈ空间，Ｘ为Ｘ的对偶空间，〈·，·〉表示Ｘ与Ｘ之间的广义对偶对．正规对偶

映象ＪＸ→２Ｘ


定义为Ｊ（ｘ）＝｛ｆ∈Ｘ〈ｘ，ｆ〉＝ ｘ２ ＝ ｆ２｝．

设算子ＴＸ→Ｘ，称Ｔ是ｋ－次增生的，如果对任意ｘ，ｙ∈Ｘ，存在ｊ（ｘ－ｙ）∈Ｊ（ｘ－ｙ）和常

数 ｋ∈（－∞，＋∞），使〈Ｔｘ－Ｔｙ，ｊ（ｘ－ｙ）〉≥ｋｘ－ｙ２．如果ｋ＝０，则称Ｔ是增生的．如果ｋ＞０，

则称Ｔ是强增生的．

熟知Ｔ是增生的当且仅当ｘ，ｙ∈Ｘ及γ＞０，有 ｘ－ｙ≤ ｘ－ｙ＋γ（Ｔｘ－Ｔｙ）．

称Ｔ是ｋ－次散逸算子，如果 －Ｔ是 ｋ－次增生的．对任意 ｘ０∈ Ｘ，｛ｘｎ｝是由 ｘｎ＋１ ＝ｇ（Ｔ，

ｘｎ）（ｎ≥０）定义的迭代序列．集合Ｆ（Ｔ）＝｛ｘ∈ＸＴｘ＝ｘ｝≠φ且｛ｘｎ｝收敛于ｑ∈Ｆ（Ｔ），设｛ｙｎ｝

是Ｘ中的任意序列，记σｎ ＝ ｙｎ＋１－ｇ（Ｔ，ｙｎ），如果∑
∞

ｎ＝０
σｎ ＜＋∞，有ｙｎ→ｑ（ｎ→∞），则称迭代过

程ｘｎ＋１ ＝ｇ（Ｔ，ｘｎ）是几乎Ｔ－稳定的．

全文设Ｎ表示正整数集，ＴＸ→Ｘ是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续ｋ－次增生算子，对任意ｘ０，ｆ∈Ｘ，｛αｎ｝ｎ≥０

和｛βｎ｝ｎ≥０为［０，１］中的两个实数列，｛ｕｎ｝ｎ≥０和｛ｖｎ｝ｎ≥０为 Ｘ中的序列且满足∑
∞

ｎ＝０
ｕｎ ＜∞，

∑
∞

ｎ＝０
αｎ ｖｎ ＜∞，序列｛ｘｎ｝ｎ≥０Ｘ，是由下列具有误差的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列生成的：

ｘｎ＋１ ＝（１－αｎ）ｘｎ＋αｎ（ｆ－Ｔｚｎ）＋ｕｎ
ｚｎ ＝（１－βｎ）ｘｎ＋βｎ（ｆ－Ｔｘｎ）＋ｖｎ　　ｎ≥

{ ０
①
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２　主要结果

定理１　设Ｔ是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续ｋ－次增生算子（－１＜ｋ＜１），｛αｎ｝，｛βｎ｝是［０，１］中的实数

列，满足下列条件：

ｉ）ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐαｎ ＝ε１ ＜

１＋ｋ
２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋１

，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐβｎ ＝ε２ ＜

１＋ｋ
２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋１

；

ｉｉ）∑
∞

ｎ＝０
αｎ ＝∞．

设ε３ ＝ｍａｘ｛ε１，ε２｝，任意取定ε０∈ ε３，
１＋ｋ

２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋( )１，设｛ｙｎ｝是Ｘ中的任意序列，令
σｎ ＝ ｙｎ＋１－（１－αｎ）ｙｎ－ｕｎ－αｎ（ｆ－Ｔｗｎ）

ｗｎ ＝（１－βｎ）ｙｎ＋βｎ（ｆ－Ｔｙｎ）＋ｖｎ　　ｎ≥０

其中｛ｕｎ｝ｎ≥０和｛ｖｎ｝ｎ≥０为Ｘ中的序列且满足∑
∞

ｎ＝０
ｕｎ ＜∞，∑

∞

ｎ＝０
αｎ ｖｎ ＜∞，若∑

∞

ｎ＝１
σｎ＜∞，则下列结

论成立：

Ⅰ）由式①定义的带误差的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列｛ｘｎ｝强收敛到方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ的唯一解ｑ．

Ⅱ）ｙｎ→ｑ（ｎ→∞），即序列｛ｘｎ｝关于方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ是几乎Ｔ－稳定的，且存在Ｎ０∈Ｎ和非

负序列｛Ａｎ｝，满足∑
∞

ｎ＝０
Ａｎ ＜∞，以及实数ε∈（０，１＋ｋ－ε０（２Ｌ

２＋２Ｌ＋１）］，使ｎ≥Ｎ０，有估计

ｙｎ＋１－ｑ≤
∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

ｙＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０

（εｊ＋Ａｊ）∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

　　０＜ｋ＜１

∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－εα( )

ｊ ｙＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０

（εｊ＋
Ａｊ
１＋ｋ）∏

ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－εα( )

ｊ　　 －１＜ｋ≤









 ０

特别地，若取αｎ ＝

２
ｎ＋１　０＜ｋ＜１

２
（ｎ＋１）（１＋ｋ）　 －１＜ｋ≤

{ ０
，βｎ ＝０（ｎ≥０），则存在

Ｎ１ ＝ｍａｘ
４Ｌ（Ｌ＋１）
１＋ｋ －１，４Ｌ（Ｌ＋１）

（１＋ｋ）２
－{ }１∈Ｎ　　ｎ≥Ｎ１

有

ｙｎ＋１－ｑ≤

Ｎ１
ｎ＋１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１

（εｊ＋Ａｊ{ }）　　０＜ｋ＜１

Ｎ１
ｎ＋１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１
εｊ＋

Ａｊ
１( ){ }＋ｋ

　　 －１＜ｋ≤









 ０

证明　由文献［６］知结论，Ⅰ）成立，下面证明Ⅱ）成立．令Ｓｘ＝ｆ－Ｔｘ，ｘ∈Ｘ，显然ｑ是Ｓ
的唯一不动点，并且Ｓ与Ｔ有相同的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数Ｌ．记ｐｎ ＝（１－αｎ）ｙｎ＋αｎＳｗｎ＋ｕｎ，则容易推得

下列估计式成立：

ｙｎ＋１－ｑ≤ ｐｎ－ｑ＋σｎ≤
１－αｎ
１＋ｋαｎ

ｙｎ－ｑ＋
αｎ

１＋ｋαｎ
Ｓｐｎ－Ｓｗｎ ＋

ｕｎ
１＋ｋαｎ

＋σｎ ②
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ｗｎ－ｑ≤（１－βｎ）ｙｎ－ｑ＋βｎ Ｓｙｎ－ｑ＋ ｖｎ ≤（１－βｎ＋Ｌβｎ）ｙｎ－ｑ＋ ｖｎ
ｙｎ－Ｓｗｎ ≤ ｙｎ－ｑ＋Ｌｗｎ－ｑ≤（１＋Ｌ＋Ｌ（Ｌ－１）βｎ）ｙｎ－ｑ＋Ｌｖｎ

Ｓｐｎ－Ｓｗｎ ≤Ｌ（１－αｎ）ｙｎ＋αｎＳｗｎ－ｗｎ＋ｕｎ ≤Ｌｙｎ－ｗｎ＋αｎ（Ｓｗｎ－ｙｎ）＋Ｌｕｎ ≤

Ｌ［βｎ（Ｌ＋１）＋αｎ（１＋Ｌ＋（Ｌ
２－Ｌ）βｎ）］ｙｎ－ｑ＋Ｌ（Ｌαｎ＋１）ｖｎ ＋Ｌｕｎ ③

将③代入②式并整理得

ｙｎ＋１－ｑ≤ １－
αｎ（１＋ｋ－βｎＬ（Ｌ＋１）－αｎＬ（１＋Ｌ＋（Ｌ

２－Ｌ）βｎ））
１＋ｋα( )

ｎ
ｙｎ－ｑ＋

Ａｎ
１＋ｋαｎ

＋σｎ ④

其中，Ａｎ ＝αｎＬ（Ｌαｎ＋１）ｖｎ ＋（Ｌαｎ＋１）ｕｎ ．

令γｎ ＝αｎ（１＋ｋ－βｎＬ（Ｌ＋１）－αｎＬ（１＋Ｌ＋（Ｌ
２－Ｌ）βｎ））（１＋ｋαｎ），则由条件ｉ）及ε０∈

ε３，
１＋ｋ

２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋( )１可知，存在Ｎ０∈Ｎ，ｎ≥Ｎ０，有αｎ ＜ε０，βｎ ＜ε０．于是
γｎ ＝

αｎ（１＋ｋ－βｎＬ（Ｌ＋１）－αｎＬ（１＋Ｌ＋（Ｌ
２－Ｌ）βｎ））

１＋ｋαｎ
≥

αｎ（１＋ｋ－ε０［Ｌ（Ｌ＋１）＋（Ｌ（１＋Ｌ）＋Ｌ（Ｌ
２－Ｌ）ε０）］）

１＋ｋαｎ
≥

αｎ（１＋ｋ－ε０［２Ｌ（Ｌ＋１）＋（Ｌ（Ｌ
２－Ｌ）ε０］）

１＋ｋαｎ
≥

αｎ １＋ｋ－ε０ ２Ｌ（Ｌ＋１）＋Ｌ（Ｌ２－Ｌ）
１＋ｋ

２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋[ ]( )１
１＋ｋαｎ

≥

αｎ（１＋ｋ－εｎ［２Ｌ
２＋２Ｌ＋１］）

１＋ｋαｎ
≥

αｎε
１＋ｋαｎ

≥
εαｎ
１＋ｋ　　０＜ｋ＜１

εαｎ　　 －１＜ｋ≤
{

０
⑤

其中，ε∈（０，１＋ｋ－ε０（２Ｌ
２＋２Ｌ＋１））．

若０≤ｋ＜１，则１＋ｋαｎ≥１，从而

γｎ ＝
αｎ（１＋ｋ－βｎＬ（Ｌ＋１）－αｎＬ（１＋Ｌ＋（Ｌ

２－Ｌ）βｎ））
１＋ｋαｎ

≤αｎ（１＋ｋ）＜
１
２（１＋１）＝１

若 －１＜ｋ＜０，则因αｎ ＜１，所以ｋαｎ ＞ｋ，且有１＋ｋαｎ ＞１＋ｋ＞０，从而

γｎ ＝
αｎ（１＋ｋ－βｎＬ（Ｌ＋１）－αｎＬ（１＋Ｌ＋（Ｌ

２－Ｌ）βｎ））
１＋ｋαｎ

≤
αｎ（１＋ｋ）
１＋ｋ ＝αｎ ＜１

于是γｎ∈（０，１），从而由④式有

ｙｎ＋１－ｑ≤（１－γｎ）ｙｎ－ｑ＋
Ａｎ

１＋ｋαｎ
＋σｎ　　ｎ≥Ｎ０ ⑥

显然∑
∞

ｎ＝０
γｎ ＝∞，∑

∞

ｎ＝０
Ａｎ ＜∞，下面只需证明∑

∞

ｎ＝０

Ａｎ
１＋ｋαｎ

＜∞．若 －１＜ｋ≤０，则因αｎ ＜１，所

以１＋ｋαｎ≥１＋ｋ＞０，于是有

Ａｎ
１＋ｋαｎ

＝
αｎＬ（Ｌαｎ＋１）ｖｎ

１＋ｋαｎ
＋
（Ｌαｎ＋１）ｕｎ
１＋ｋαｎ

≤
Ｌ（Ｌ＋１）αｎ ｖｎ

１＋ｋ ＋
（Ｌ＋１）ｕｎ
１＋ｋ
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由∑
∞

ｎ＝０
ｕｎ ＜∞和∑

∞

ｎ＝０
αｎ ｖｎ ＜∞可知，∑

∞

ｎ＝０

Ａｎ
１＋ｋαｎ

＜∞；若０＜ｋ＜１，则１＋ｋαｎ≥１，于是

Ａｎ
１＋ｋαｎ

＝
αｎＬ（Ｌαｎ＋１）ｖｎ

１＋ｋαｎ
＋
（Ｌαｎ＋１）ｕｎ
１＋ｋαｎ

≤Ｌ（Ｌ＋１）αｎ ｖｎ ＋（Ｌ＋１）ｕｎ

由∑
∞

ｎ＝０
ｕｎ ＜∞和∑

∞

ｎ＝０
αｎ ｖｎ ＜∞可知，∑

∞

ｎ＝０

Ａｎ
１＋ｋαｎ

＜∞．这样由引理１可知ｙｎ→ｑ（ｎ→∞），

即｛ｘｎ｝关于方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ是几乎Ｔ稳定的，根据⑤⑥式有估计式

ｙｎ＋１－ｑ≤
∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

ｙＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０

（εｊ＋Ａｊ）∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

　　０＜ｋ＜１

∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－εα( )

ｊ ｙＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０
εｊ＋

Ａｊ
１( )＋ｋ∏

ｎ

ｊ＝Ｎ０

（１－εαｊ）　　 －１＜ｋ≤









 ０

特别地，若取αｎ ＝

２
ｎ＋１　　０＜ｋ＜１

２
（ｎ＋１）（１＋ｋ）　　 －１＜ｋ≤

{ ０
，βｎ ＝０（ｎ≥０），则ε１＝ε２，取ε０＝

１＋ｋ
２（２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋１）

，ε＝１＋ｋ２ ，要满足

γｎ ＝
αｎ（１＋ｋ－αｎＬ（１＋Ｌ））

１＋ｋαｎ
≥

αｎ １＋ｋ－Ｌ（Ｌ＋１）
２
ｎ＋[ ]１

１＋ｋ

αｎ １＋ｋ－Ｌ（Ｌ＋１）
２

（ｎ＋１）（１＋ｋ[ ]













）

≥

εαｎ
１＋ｋ＝

１
ｎ＋１　　０＜ｋ＜１

εαｎ ＝
１
ｎ＋１　　 －１＜ｋ≤









 ０

只要ｎ＞ｍａｘ４Ｌ（Ｌ＋１）
１＋ｋ －１，４Ｌ（Ｌ＋１）

（１＋ｋ）２
－{ }１，于是取Ｎ１＝ｍａｘ４Ｌ（Ｌ＋１）１＋ｋ －１，４Ｌ（Ｌ＋１）

（１＋ｋ）２
－{ }１∈

Ｎ，ｎ≥Ｎ１，有

ｙｎ＋１－ｑ≤
∏
ｎ

ｊ＝Ｎ１
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

ｙＮ１ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ１

（εｊ＋Ａｊ）∏
ｎ

ｊ＝Ｎ１
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

　　０＜ｋ＜１

∏
ｎ

ｊ＝Ｎ１
１－εα( )

ｊ ｙＮ１ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ１
εｊ＋

Ａｊ
１( )＋ｋ∏

ｎ

ｊ＝Ｎ１

（１－εαｊ）　　 －１＜ｋ≤









 ０
≤

∏
ｎ

ｊ＝Ｎ１
１－ １
ｊ＋( )１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１

（εｊ＋Ａｊ）∏
ｎ

ｊ＝Ｎ１
１－ １
ｊ＋( )１　　０＜ｋ＜１

∏
ｎ

ｊ＝Ｎ１
１－ １
ｊ＋( )１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１
εｊ＋

Ａｊ
１( )＋ｋ∏

ｎ

ｊ＝Ｎ１
１－ １
ｊ＋( )１　　 －１＜ｋ≤









 ０
＝

Ｎ１
ｎ＋１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１

（εｊ＋Ａｊ{ }）　　０＜ｋ＜１

Ｎ１
ｎ＋１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１
εｊ＋

Ａｊ
１( ){ }＋ｋ

　　 －１＜ｋ≤









 ０
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定理１证毕．

注１　当ｋ＝０和０＜ｋ＜１时，分别得增生和强增生算子方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ（ｆ∈Ｘ）解的稳定性
的相应结果．定理１推广，改进了文献［１，３－５］结果．

由定理１立得定理２．
定理２　设Ｔ是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续ｋ－次增生算子（－１＜ｋ＜１），｛αｎ｝是［０，１］中的实数列，满

足下列条件：

ｉ）ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐαｎ ＝ε１ ＜

１＋ｋ
２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋１

；

ｉｉ）∑
∞

ｎ＝０
αｎ ＝∞．

设ε３ ＝ｍａｘ｛ε１，ε２｝，任意取定ε０∈ ε３，
１＋ｋ

２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋( )１，设｛ｙｎ｝是Ｘ中的任意序列，令
σｎ ＝ ｙｎ＋１－（１－αｎ）ｙｎ－αｎ（ｆ－Ｔｙｎ）－ｕｎ ，ｎ≥ ０，其中｛ｕｎ｝ｎ≥０ 为 Ｘ中的序列且满足

∑
∞

ｎ＝０
ｕｎ ＜∞，若∑

∞

ｎ＝１
σｎ ＜∞，则ｙｎ→ｑ（ｎ→∞），即序列｛ｘｎ｝关于方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ是几乎Ｔ－稳

定的，且存在Ｎ０∈Ｎ和非负序列｛Ａｎ｝满足∑
∞

ｎ＝０
Ａｎ＜∞，以及实数ε∈（０，１＋ｋ－ε０（２Ｌ

２＋２Ｌ＋１）），

使ｎ≥Ｎ０，有估计

ｙｎ＋１－ｑ≤
∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

ｙＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０

（εｊ＋Ａｊ）∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

　　０＜ｋ＜１

∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－εα( )

ｊ ｙＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０
εｊ＋

Ａｊ
１( )＋ｋ∏

ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－εα( )

ｊ　　 －１＜ｋ≤









 ０

特别地，若取αｎ ＝

２
ｎ＋１　　０＜ｋ＜１

２
（ｎ＋１）（１＋ｋ）　　 －１＜ｋ≤

{ ０
（ｎ≥０），则存在

Ｎ１ ＝ｍａｘ
４Ｌ（Ｌ＋１）
１＋ｋ －１，４Ｌ（Ｌ＋１）

（１＋ｋ）２
－{ }１∈Ｎ　　ｎ≥Ｎ１

有

ｙｎ＋１－ｑ≤

Ｎ１
ｎ＋１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１

（εｊ＋Ａｊ{ }）　　０＜ｋ＜１

Ｎ１
ｎ＋１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１
εｊ＋

Ａｊ
１( ){ }＋ｋ

　　 －１＜ｋ≤









 ０

与定理１证明过程类似，可得ｋ－次散逸算子方程解的收敛性与稳定性定理，其证明省略．
定理３　设ＴＸ→Ｘ是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续ｋ－次散逸算子（－１＜ｋ＜１），方程ｘ－λＴｘ＝ｆ（ｆ∈Ｘ，

λ＞０）有解ｑ∈Ｘ，｛ｕｎ｝和｛ｖｎ｝是Ｘ中的序列，｛αｎ｝和｛βｎ｝分别是（０，１／（１＋λ）（０，１）与［０，
１）中的实数列，满足下列条件：

ｉ）ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐαｎ ＝ε１ ＜

１＋ｋ
２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋１

，且ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐβｎ ＝ε２ ＜

１＋ｋ
２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋１

；
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ｉｉ）∑
∞

ｎ＝０
αｎ ＝∞；

ｉｉｉ）∑
∞

ｎ＝０
ｕｎ ＜∞，∑

∞

ｎ＝０
αｎ ｖｎ ＜∞．

设ε３＝ｍａｘ｛ε１，ε２｝，任意取ε０∈ ε３，
１＋ｋ

２Ｌ３＋４Ｌ２＋２Ｌ＋( )１，Ｌ ＝λＬ，对任意ｘ０∈Ｘ，｛ｘｎ｝是由
下式定义的带误差的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列：

ｘｎ＋１ ＝（１－αｎ）ｘｎ＋αｎ（ｆ＋λＴｚｎ）＋ｕｎ
ｚｎ ＝（１－βｎ）ｘｎ＋βｎ（ｆ＋λＴｘｎ）＋ｖｎ　　ｎ≥０ ⑦

则有如下结论成立．
１）由⑦所定义的带误差的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列｛ｘｎ｝强收敛到方程ｘ－λＴｘ＝ｆ的唯一解ｑ，且存

在Ｎ０∈Ｎ和非负序列｛Ａｎ｝满足∑
∞

ｎ＝０
Ａｎ ＜∞，以及实数 ε∈ （０，１＋ｋ－ε０（２Ｌ

２＋２Ｌ＋１）），使

ｎ≥Ｎ０，有估计

ｘｎ＋１－ｑ≤
∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

ｘＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０

Ａｊ∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

　　０＜ｋ＜１

∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０

（１－εαｊ）ｘＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０

Ａｊ
１＋ｋ∏

ｎ

ｊ＝Ｎ０

（１－εαｊ）　　 －１＜ｋ≤









 ０

特别地，若取αｎ ＝

２
ｎ＋１　　０＜ｋ＜１

２
（ｎ＋１）（１＋ｋ）　　 －１＜ｋ≤

{ ０
，βｎ ＝０（ｎ≥０），则存在

Ｎ１ ＝ｍａｘ
４Ｌ（Ｌ＋１）
１＋ｋ －１，４Ｌ（Ｌ＋１）

（１＋ｋ）２
－{ }１∈Ｎ　　ｎ≥Ｎ１

有

ｘｎ＋１－ｑ≤

Ｎ１
ｎ＋１ ｘＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１

Ａ{ }ｊ　　０＜ｋ＜１

Ｎ１
ｎ＋１ ｘＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１

Ａｊ
１{ }＋ｋ

　　 －１＜ｋ≤









 ０

２）设｛ｙｎ｝是Ｘ中的任意序列，令

σｎ ＝ ｙｎ＋１－（１－αｎ）ｙｎ－αｎ（ｆ＋λＴｗｎ）－ｕｎ
ｗｎ ＝（１－βｎ）ｙｎ＋βｎ（ｆ＋λＴｙｎ）＋ｖｎ　　ｎ≥０

若∑
∞

ｎ＝１
σｎ ＜∞，则ｙｎ→ｑ（ｎ→∞），即序列｛ｘｎ｝关于方程ｘ－λＴｘ＝ｆ是几乎Ｔ－稳定的，且存在非

负序列｛Ａｎ｝满足∑
∞

ｎ＝０
Ａｎ ＜∞，以及实数ε∈（０，１＋ｋ－ε０（２Ｌ

２＋２Ｌ＋１）），使ｎ≥Ｎ０，有估计

ｙｎ＋１－ｑ≤
∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

ｙＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０

（εｊ＋Ａｊ）∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－

εαｊ
１( )＋ｋ

　　０＜ｋ＜１

∏
ｎ

ｊ＝Ｎ０
１－εα( )

ｊ ｙＮ０ －ｑ＋∑
ｎ

ｊ＝Ｎ０
εｊ＋

Ａｊ
１( )＋ｋ∏

ｎ

ｊ＝Ｎ０

（１－εαｊ）　　 －１＜ｋ≤









 ０
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特别地，若取αｎ ＝

２
ｎ＋１　　０＜ｋ＜１

２
（ｎ＋１）（１＋ｋ）　　 －１＜ｋ≤

{ ０
，βｎ ＝０（ｎ≥０），则存在

Ｎ１ ＝ｍａｘ
４Ｌ（Ｌ＋１）
１＋ｋ －１，４Ｌ（Ｌ＋１）

（１＋ｋ）２
－{ }１∈Ｎ　　ｎ≥Ｎ１

有

ｙｎ＋１－ｑ≤

Ｎ１
ｎ＋１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１

（εｊ＋Ａｊ{ }）　　０＜ｋ＜１

Ｎ１
ｎ＋１ ｙＮ１ －ｑ＋∑

ｎ

ｊ＝Ｎ１
εｊ＋

Ａｊ
１{ ){ }＋ｋ

　　 －１＜ｋ≤









 ０

３　结语

随着非线性算子不动点迭代逼近理论的发展，提出新的更广泛的非线性算子与迭代算法借以

统一前人的成果，是非线性算子迭代逼近理论的发展趋势之一．本文在已有成果的基础上研究了更

广泛的一类ｋ－次增生算子方程 ｘ＋Ｔｘ＝ｆ和 ｋ－次散逸算子方程 ｘ－λＴｘ＝ｆ解的带误差的

Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列的稳定性问题，并给出｛ｙｎ｝收敛到方程ｘ＋Ｔｘ＝ｆ的唯一解新的收敛率估计式，

所得结果改进和发展了近年来一些相关成果．今后的研究将主要集中于使用多步迭代算法、粘滞迭

代算法去解决本文所研究的算子方程解的相关问题．
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