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摘要：利用正规矩阵、共轭转置矩阵、矩阵的奇异值分解等概念和理论，发现了

满足条件Ａ ＝－Ａ３的矩阵Ａ是可以对角化的，也获得了该矩阵的可能特征值
分布、公式（ＡＢ） ＝（ＡＢ）３、奇异值分解式和公式成立的充要条件．
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０　引言

矩阵在求解线性方程组，特别是求解超大

型线性方程组时起着重要作用，当这种方程组

的系数矩阵 Ａ可对角化时，方程组更易求解．

正规矩阵就是一种可以对角化的矩阵，已引起

一些学者的重点关注．文献［１］发现并研究了

一类新的正规矩阵，给出了此正规矩阵特征值

的具体值，以及当特征值均为实数时，该矩阵为

Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵的结论；文献［２－６］研究发现，

Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵也属于正规矩阵，它不仅可以对角

化，而且在解析函数插值问题的研究中，它的正

定、半正定成为判定一些插值问题是否有解、是

否有无穷多解的关键．本文受文献［１］和 Ｈｅｒ

ｍｉｔｅ矩阵的启发，拟寻找一类新的正规矩阵，即

满足条件Ａ ＝－Ａ３的矩阵，并对其性质进行

研究，以期丰富共轭转置矩阵的理论，为相关方

程组的求解提供理论支撑．

１　基本结果

在以下的讨论中，记（珚Ａ）Ｔ＝Ａ．

引理［６］　设Ａ∈Ｃｎ×ｎ，则 Ａ为正规矩阵当

且仅当Ａ酉相似于一个对角矩阵Ｄ，而Ｄ的对

角元素为Ａ的ｎ个特征值λ１，λ２，…，λｎ．

定理１　设Ａ∈Ｃｎ×ｎ，Ａ ＝－Ａ３，则有如下

结论：

１）Ａ是正规矩阵；

２）σ（Ａ） ０，槡２２（１＋ｉ），
槡２
２（１－ｉ{ ），

槡－２
２ （１＋ｉ），

槡－２
２ （１－ｉ}）；

３）Ａ的属于不同特征值的特征向量正交；

４）存在ｎ阶酉矩阵Ｕ、Ｖ使

Ａ＝Ｕ
∑ｒ ０[ ]０ ０

Ｖ ＝Ｕ
Ｉｒ ０[ ]０ ０

Ｖ．

证明 　１）因为 Ａ Ａ＝（－Ａ３）Ａ＝

Ａ（－Ａ３）＝ＡＡ，故 Ａ为正规矩阵．再由引理

可知，Ａ酉相似于一个对角矩阵Ｄ，即Ａ可以对

角化．

２）设λ０＝ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）是Ａ的一个特征

值，则存在非零向量ｘ（这里ｘ∈Ｃｎ），使得

Ａｘ＝λ０ｘ

由于

（－Ａ３ｘ，ｘ）＝ｘ（－Ａ３ｘ）＝－λ３０（ｘ，ｘ）

（Ａｘ，ｘ）＝ｘＡｘ＝（Ａｘ）ｘ＝珔λ０（ｘ，ｘ）

及Ａ ＝－Ａ３，所以 珔λ０（ｘ，ｘ）＝－λ
３
０（ｘ，ｘ）．

又因为（ｘ，ｘ）≠０，于是可得 珔λ０＝－λ
３
０，即

ａ－ｂｉ＝－（ａ＋ｂｉ）３＝（３ａｂ２－ａ３）＋（ｂ３－３ａ２ｂ）ｉ

则

ａ＝３ａｂ２－ａ３

－ｂ＝－３ａ２ｂ＋ｂ{ ３
①

下面分两种情况讨论．

ｉ）若ａ＝０，得ｂ３＋ｂ＝０，ｂ＝０，这时，λ０＝０

是Ａ的一个特征值．

ｉｉ）若ａ≠０，由①式得１＝３ｂ２－ａ２，再解联

立方程组

３ｂ２－ａ２＝１

３ａ２ｂ－ｂ３＝{ ｂ

可得ｂ＝±槡２２，ａ＝±
槡２
２，因而λ０的值为

槡２
２＋
槡２
２ｉ
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或槡
２
２－
槡２
２ｉ或－

槡２
２＋
槡２
２ｉ或－

槡２
２－
槡２
２ｉ．

所以

σ（Ａ） ０，槡２２（１＋ｉ），
槡２
２（１－ｉ{ ），

槡－２
２ （１－ｉ），

槡－２
２ （１＋ｉ}）

３）设λ，μ∈σ（Ａ），且 λ≠μ，而非零的 α，

β∈Ｃｎ是Ａ的且分别属于特征值λ，μ的特征向

量．于是，有

－λ３（α，β）＝（－λ３α，β）＝（Ａα，β）＝

βＡα＝（α，Ａβ）＝（α，μβ）＝珔μ（α，β）

（－λ３－珔μ）（α，β）＝０

因为λ，μ可能的取值分别是０，槡２２（１＋ｉ），

槡２
２（１－ｉ），

槡－２
２ （１＋ｉ），

槡－２
２ （１－ｉ），而经过具

体计算可知，珔μ≠ －λ３，即 珔μ＋λ３≠０，只有（α，

β）＝０，所以α⊥β．

４）由２）可知，适合条件Ａ ＝－Ａ３的矩阵

Ａ为正规矩阵，故存在ｎ阶酉矩阵Ｐ使

Ａ＝Ｐｄｉａｇλ１，…，λ{ １
ｋ１

，λ２，…，λ{ ２
ｋ２

，λ３，…，λ{ ３
ｋ



 ３

，

λ４，…，λ{ ４
ｋ４

，λ５，…，λ{ ５
ｋ



５

Ｐ－１

其中λ５ ＝０．因为

ＡＡ＝－Ａ４ ＝

－Ｐｄｉａｇλ１，…，λ{ １
ｋ１

，λ２，…，λ{ ２
ｋ２

，λ３，…，λ{ ３
ｋ



 ３

，

λ４，…，λ{ ４
ｋ４

，λ５，…，λ{ ５
ｋ



５

４

Ｐ－１

其中

－λ４ｉ ＝
１　　ｉ＝１，２，３，４

０　　ｉ＝{ ５

故Ａ的正奇异值是∑
４

ｉ＝１
ｋｉ个１．由矩阵的奇异值

分解定理，存在ｎ阶酉矩阵Ｕ和Ｖ，使得

Ａ＝Ｕ∑ｒ
０






０ ０
Ｖ ＝Ｕ

Ｉｒ ０[ ]
０ ０

Ｖ

矩阵的奇异值分解在线性系统理论、最小

二乘问题、广义逆矩阵、实验数据处理等方面具

有重要应用［８］．若令 Ｕ ＝［Ｕｒ，Ｕｎ－ｒ］，Ｖ ＝

Ｖｒ

Ｖ[ ]
ｎ－ｒ

，则有

Ａ＝Ｕ
Ｉｒ ０[ ]
０ ０

Ｖ ＝ＵｒＩｒＶｒ ＝ＵｒＶｒ

定理２　 设 Ａ，Ｂ∈ Ｃｎ×ｎ，且 Ａ ＝－Ａ３，

Ｂ ＝－Ｂ３，则有如下结论：

１）（ＡＢ） ＝（ＡＢ）３；

２）（ＡＢ） ＝－（ＡＢ）３（ＡＢ）

（ＢＡ）＝０．

证明　根据参考文献［６］关于矩阵张量积

与张量和的基本性质，有

１）（ＡＢ） ＝Ａ Ｂ ＝［（－Ａ３）

（－Ｂ３）］＝［（－Ａ）（－Ｂ）］·（ＡＢ）（Ａ

Ｂ）＝Ａ３Ｂ３＝（ＡＢ）（ＡＢ）（ＡＢ）＝

（ＡＢ）３；

２）（ＡＢ） ＝（ＩＡ） ＋（ＢＩ） ＝

（ＩＡ）＋（Ｂ Ｉ）＝－（ＩＡ３）－（Ｂ３

Ｉ）＝－（Ａ３Ｂ３）． ②

由②可得：

－（ＡＢ）３ ＝－［（ＩＡ）＋（ＢＩ）］３ ＝

－［（ＩＡ２）＋２（ＢＡ）＋（Ｂ２Ｉ）］

［（ＩＡ）＋（ＢＩ）］＝－（ＩＡ３）－

３（ＢＡ２）－３（Ｂ２Ａ）－（Ｂ３Ｉ）＝

－（Ａ３Ｂ３）－３［（ＢＡ２）＋（Ｂ２Ａ）］＝

（ＡＢ） －３（ＢＡ）（ＡＢ）

因此，（Ａ Ｂ） ＝－（Ａ Ｂ）３（Ｂ
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Ａ）（ＡＢ）＝０．

２　结语

本文利用共轭转置矩阵和参考文献［１］的

方法证明了适用于Ａ ＝－Ａ３的矩阵Ａ可以对

角化及属于Ａ的不同特征值的特征向量正交；

得到了该矩阵的可能特征值的具体值；给出了

公式（ＡＢ） ＝（ＡＢ）３和（ＡＢ） ＝

－（ＡＢ）３成立的充要条件，以及这种矩阵的

奇异值分解式．该研究结果在判定矩阵的稳定

性、线性矩阵方程求解、大型矩阵的简约表示及

图像压缩中都具有潜在的应用价值．
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