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摘要：针对螺旋锥齿轮倒棱大小无法精确控制的问题，提出了一种采用锥形刀

具进行齿顶倒棱加工的方法．该方法建立了齿顶棱线方程，并以此为依据推导
出刀具轨迹方程；根据锥形刀具的锥角和倒棱的长度，经过几何变换计算出刀

尖点位置和刀轴矢量；在此基础上确定刀具加工轨迹进而完成齿顶倒棱加工．
仿真结果表明，在３组不同倒棱参数下，倒棱的形状误差≤０．０５ｍｍ，提高了倒
棱精度，且可灵活控制倒棱大小．
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０　引言

螺旋锥齿轮因承载力高、传动平稳，被广泛

应用于飞机、车辆、工程机械等传动系统

中［１－２］．螺旋锥齿轮在切削加工过程中，齿面和

齿顶常常会有毛刺、飞边等“棱”出现，在剧烈

工况下，会产生噪声、冲击及齿面快速疲劳破坏

等现象［３－５］，因此对齿顶倒棱技术的研究非常

重要．

发达工业国家在齿轮倒棱技术上有较为

成熟的经验，ＳＡＭＰＵＴＥＮＳＩＬＩ公司生产的

ＳＭ２ＴＡ挤棱机以挤棱工艺加工热前未淬硬齿

轮的齿廓棱线部分；日本山阳研制的五轴双曲

面齿轮倒棱机，自动化程度较高且易操作［６］；

Ｋ．Ｍ．Ｒｉｂｂｅｃｋ等［７］在刀盘上安装多把刀具，通

过刀盘与工件旋转完成螺旋锥齿轮的倒棱加

工．国内部分学者对倒棱问题也进行了研究，

徐彦伟等［８］提出了采用锥形砂轮实现弧齿锥

齿轮大轮齿顶倒棱；李佳等［９］提出了旋分倒棱

技术，该方法需要１个平移和３个旋转运动联

动；魏巍等［１０］提出的盘形刀具的弧齿锥齿轮

齿顶倒棱加工方法，可同时加工两边倒棱，但

形状误差较大，达０．５ｍｍ．刘景成［１１］提出采

用盘状铣刀的弧齿锥齿轮单边倒棱加工方法，

加工精度可达０．０７ｍｍ，但该方法仅适用于大

轮．上述研究大多以双边倒棱为基础，着重提

高倒棱效率，对于倒棱精度的重视不够．鉴于

此，本文拟以小轮为对象，提出基于锥形刀具

的螺旋锥齿轮齿顶倒棱加工方法，即通过建立

齿顶棱线方程，设置倒棱参数，对锥形刀具轨

迹进行求解计算，从而实现倒棱大小的灵活控

制，同时提高倒棱精度．

１　齿顶棱线方程的建立

１．１　锥形刀具倒棱加工原理
螺旋锥齿轮形体复杂，但根据成型原理，可

将螺旋锥齿轮看作是由一个个齿形截面（见图

１）衔接构成的，所有截面均垂直于齿向曲线，

因为齿顶棱线依据齿向线生成，所以这些截面

近似垂直于齿顶棱线．

锥形刀具倒棱加工，实质上是指刀具切削

侧刃沿齿顶做切削运动的加工．锥形刀具在进

行倒棱加工时，刀具走向与齿顶棱线密切相关，

其轨迹求解流程为：根据垂直于齿顶棱线的齿

形截面对倒棱参数进行计算，得出刀具倒棱加

工轨迹．因计算的需要，应首先对齿顶棱线方

程［１２］进行求解．

１．２　齿顶棱线方程的推导
本文以一对螺旋锥齿轮副的小轮为例来研究

倒棱加工．由文献［１３］可知，其齿顶棱线方程为

图１　齿形截面

Ｆｉｇ．１　Ｔｏｏｔｈｓｅｃｔｉｏｎ
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其中，Ｌｘ为齿线上任一点锥距，ｈａｘ为棱线任一

点齿顶高，δ为节锥角，ｔ为齿线任一点转角，ＰＣ

为节锥顶点与顶锥顶点的距离．

１．３　齿顶棱线方程的验证
取一对螺旋锥齿轮副的小轮参数并创建模

型，进行齿顶棱线和后续倒棱的计算和验证．螺

旋锥齿轮参数分别为：齿数１５，大端模数６，外

锥距９５．２９ｍｍ，节锥角２８．１８°，压力角２０°，螺

旋角３９．８７°，齿顶高４．２ｍｍ，齿根高５．４ｍｍ．

在ＵＧ中根据基本参数构建的螺旋锥齿轮三维

模型如图２所示．

提取三维模型中一条齿顶棱线的３０个点

（即图２所示模型上的棱线点集），在 Ｍａｔｌａｂ中

与式①齿顶线方程进行比对，齿顶棱线方程验证

结果如图３所示．由图３可以看出，齿顶棱线方

程与三维模型中棱线提取的数据点基本重合，说

明螺旋锥齿轮齿顶棱线参数方程与理论模型误

差不大，可以作为后续刀具轨迹计算的依据．

２　刀具轨迹求解

２．１　局部坐标系原点与各轴矢量计算
将齿轮轴心线与坐标轴重合，使得给定主

坐标系位于螺旋锥齿轮上顶部中心，且 Ｚ轴与

轴心线一致．根据齿顶棱线分割的离散点，得出

图２　螺旋锥齿轮三维模型

Ｆｉｇ．２　３Ｄｍｏｄｅｌｏｆｓｐｉｒａｌｂｅｖｅｌｇｅａｒ

与离散点相同数量的棱线法平面，设离散点为

Ｏ２（ｘ０，ｙ０，ｚ０），对应齿顶棱线方程自变量 ｔ０，棱

线法平面为Ｐ，则法平面方程［１４］为

ｘ′（ｔ０）·（ｘ－ｘ０）＋ｙ′（ｔ０）·（ｙ－ｙ０）＋

ｚ′（ｔ０）·（ｚ－ｚ０）＝０

该法平面的法矢量ｖ２＝［ｘ′（ｔ０），ｙ′（ｔ０），

ｚ′（ｔ０）］为局部坐标系的 Ｙ坐标轴矢量，法截面

Ｐ与Ｚ轴交点及矢量如图４所示，其中法平面

与螺旋锥齿轮轴线的交点 Ｏ１即为所求的局部

坐标系原点，该点在主坐标系中的坐标为

Ｏ１（０，０，ｗ），根据平面与直线的交点关系，求得：

ｗ＝
ｘ０·ｘ′（ｔ０）＋ｙ０·ｙ′（ｔ０）＋ｚ０·ｚ′（ｔ０）

ｚ′（ｔ０）

点Ｏ１与离散点连成的直线矢量作为局部

坐标系的Ｚ坐标轴矢量ｖ３［ｘ０，ｙ０，ｚ０－ｗ］，因坐

标系三矢量两两垂直，所以

ｖ１ｖ３＝０

ｖ２ｖ１{ ＝０

因ｖ１有无穷多解，可选取其中一个ｖ１＝［１，

ｂ，ｃ］作为Ｘ轴矢量．

２．２　当量齿轮齿廓齿顶角度求解
棱线法截面对单个轮齿进行切割，单齿截

图３　齿顶棱线方程验证结果

Ｆｉｇ．３　Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｏｏｔｈｔｏｐｒｉｄｇｅｅｑｕａｔｉｏｎ
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面与倒棱参数如图５所示，其中 ｒ＝ Ｏ１Ｏ
→
２ ，为

齿顶棱线离散点与对应法平面与齿轮轴心线交

点Ｏ１的空间距离，Ｌｄ１和 Ｌｄ２分别为齿顶面和齿

面在法截面上的长度．根据螺旋锥齿轮当量齿

轮原理［１５］，此齿形截面即为螺旋锥齿轮的当量

直齿圆柱齿轮齿廓．

由于当量齿轮齿廓齿顶角度θ并不是一个

定值，故它会随着倒棱大小的改变而作微小改

变．为提高刀具轨迹的精度，需要求解齿廓顶角

θ与倒棱大小参数Ｌｄ１和Ｌｄ２之间的关系．而大多

图４　法截面Ｐ与Ｚ轴交点及矢量

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔａｎｄｖｅｃｔｏｒｏｆ

ｎｏｒｍａｌｓｅｃｔｉｏｎＰａｎｄＺａｘｉｓ

图５　单齿截面与倒棱参数

Ｆｉｇ．５　Ｓｉｎｇｌｅｔｏｏｔｈｓｅｃｔｉｏｎａｎｄｃｈａｍｆｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

螺旋锥齿轮齿顶倒棱深度在０．２～０．５ｍｍ之

间，这远远小于齿轮的尺寸，所以齿顶倒棱形状

可看作一个三角形，即弧线近似为直线，根据渐

开线与圆的性质，可由螺旋锥齿轮的基本参数

和给定的倒棱长度，求出齿廓顶角θ．螺旋锥齿

轮当量齿轮参数如图６所示．在图６的坐标系

下，齿顶角求解过程如下．

１）首先求解渐开线与齿顶圆的交点坐标，

根据渐开线方程计算得Ｏ３坐标：

Ｏ３＝［ｘ３，ｙ３］＝［Ｒｊ·ｓｉｎα０－Ｒｊ·α０·ｃｏｓα０，

Ｒｊ·ｃｏｓα０＋Ｒｊ·α０·ｓｉｎα０］

其中，Ｒｊ＝Ｒｆ·ｃｏｓα，α０＝
（Ｒｆ＋ｈａ）

２

Ｒ２ｊ槡
－１为渐

开线旋转的角度，Ｒｆ为背锥距，ｈａ为齿顶高，α
为螺旋锥齿轮压力角．

２）根据弧长Ｌｄ１和Ｌｄ２可以计算出点Ｈ和点

Ｇ的坐标，计算可得

Ｈ＝［ｘｈ，ｙｈ］＝

［ｘ３·ｃｏｓφ－ｙ３·ｓｉｎφ，ｘ３·ｓｉｎφ＋ｙ３·ｃｏｓφ］

Ｇ＝［ｘｇ，ｙｇ］＝

［Ｒｊ·ｓｉｎσ－Ｒｊ·σ·ｃｏｓσ，Ｒｊ·ｃｏｓσ＋Ｒｊ·σ·ｓｉｎσ］

其中，φ＝
Ｌｄ１

２π（Ｒｆ＋ｈａ）
，σ＝ α０－

２Ｌｄ２
Ｒ槡 ｊ
．

３）联立Ｏ３，Ｈ，Ｇ这３点的坐标即可求出齿

顶角，即

图６　螺旋锥齿轮当量齿轮参数

Ｆｉｇ．６　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｇｅａｒｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｐｉｒａｌｂｅｖｅｌｇｅａｒ
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θ＝ｃｏｓ
Ｏ３
→Ｈ·Ｏ３

→Ｇ

Ｏ３
→Ｈ· Ｏ３

→( )Ｇ ②

２．３　刀位点在副坐标系的坐标求解
刀位点与刀轴矢量如图７所示，其中，Ｏ２

为倒棱曲线上离散点，在副坐标系下坐标为

［０，０，ｒ］，倒棱形状可看成三角形，线段Ｏ２Ｄ可

看成与Ｘ２轴平行，Ｏ２Ｄ＝Ｌｄ１，Ｏ２Ｃ＝Ｌｄ２，设定刀

具角度为δ，刀尖露出长度ＢＣ＝Ｌｔ．根据平面几

何关系，求出刀位点Ｂ和刀轴矢量上Ａ的坐标．

先求出三角形的内角：

∠Ｏ２ＣＤ＝ａｒｃｔａｎ
ｓｉｎ（π－θ）

Ｌｄ２／Ｌｄ１＋ｃｏｓ（π－θ( )） ③

据此可以求出γ角：

γ＝θ－π２＋∠Ｏ２ＣＤ－∠Ｏ２ＢＦ ④

其中

∠Ｏ２ＢＦ＝ａｒｃｔａｎ
Ｌｄ２·ｓｉｎ∠Ｏ２ＣＤ
Ｌｄ２·ｃｏｓ∠Ｏ２ＣＤ＋Ｌ( )

ｔ
⑤

根据式②—⑤，可以得出 Ｂ点和 Ａ点的坐

标分别为

Ｂ＝［－ｌＢＥ，０，ｒ－ｌＯ２Ｅ］＝

［－ｌＢＯ２·ｓｉｎγ，０，ｒ－ｌＢＯ２·ｃｏｓγ］

Ａ＝［－ｌＡＯ２，０，ｒ］＝［－ｌＢＯ２·
ｓｉｎ∠Ｏ２ＢＡ
ｓｉｎ∠Ｏ２ＡＢ

，０，ｒ］

其中，∠Ｏ２ＢＡ＝
δ
２－∠Ｏ２ＢＦ，∠Ｏ２ＡＢ＝

θ＋∠Ｏ２ＣＤ－
δ
２，ｌＢＯ２由直角三角形关系求出．

２．４　坐标转换
将副坐标系下的刀位点坐标转换为主坐标

系下的坐标，以便于生成加工代码．

首先将副坐标系各轴矢量转换为单位矢

量，转换后单位矢量为ｖ１１＝［ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ］，ｖ２１＝

［ｍｘ，ｍｙ，ｍｚ］，ｖ３１＝［ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ］．设某点在主坐

标系下坐标为（ｘ，ｙ，ｚ），在副坐标系下坐标为

（ｘｆ，ｙｆ，ｚｆ），副坐标系坐标原点为 Ｏ１（０，０，ｗ），

据此可以构建一个如下的线性方程组：

图７　刀位点与刀轴矢量

Ｆｉｇ．７　Ｔｏｏｌｐｏｉｎｔａｎｄｔｏｏｌａｘｉｓｖｅｃｔｏｒ

ｕｘ·ｘｆ＋ｍｘ·ｙｆ＋ｎｘ·ｚｆ＋０＝ｘ

ｕｙ·ｘｆ＋ｍｙ·ｙｆ＋ｎｙ·ｚｆ＋０＝ｙ

ｕｚ·ｘｆ＋ｍｚ·ｙｆ＋ｎｚ·ｚｆ＋ｗ＝
{

ｚ

因此，副坐标系点转为主坐标系坐标的转

换矩阵为

Ｔ＝

ｕｘ ｍｘ ｎｘ ０

ｕｙ ｍｙ ｎｙ ０

ｕｚ ｍｚ ｎｚ ｗ















０ ０ ０ １

Ａ，Ｂ两点在主坐标系下的坐标可由转换矩

阵Ｔ求出：

ＡＺ＝Ｔ·Ａ
Ｔ ⑥

ＢＺ＝Ｔ·Ｂ
Ｔ ⑦

由一个个刀尖点ＢＺ组成刀尖轨迹．

刀轴矢量为

ｖ＝
ＡＺ－ＢＺ
ＡＺ－ＢＺ

⑧

由式⑥—⑧即可确定刀具轨迹．

３　仿真实验与结果分析

为检验本文提出的倒棱加工方法的有效性，

进行了仿真实验．通过对仿真模型数据的提取，

计算出法截面和齿顶棱线与倒棱边界线交点之

间的距离，并与倒棱大小参数进行比对分析．

３．１　倒棱参数设置与仿真步骤
设置 ３组倒棱参数：Ｌｄ１＝Ｌｄ２＝０．３ｍｍ；

·６０１·
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Ｌｄ１＝０．２ｍｍ，Ｌｄ２＝０．３ｍｍ；Ｌｄ１＝０．３ｍｍ，Ｌｄ２＝

０．２ｍｍ．锥形刀具参数为 Φ４×９０°×５０×３Ｆ，

刀尖露出长度 Ｌｔ＝０．５ｍｍ．在 Ｍａｔｌａｂ中，根据

式⑥—⑧编写由齿顶棱线离散点转换为倒棱刀

位点和刀轴矢量的程序，并后置处理得到数控加

工代码，而后在数控机床加工仿真软件ＶＥＲＩＣＵＴ

平台上建立倒棱加工仿真模型，即可进行仿真．

在软件ＶＥＲＩＣＵＴ中导入机床模型文件，在

机床转台位置添加齿轮模型（齿轮模型参数见

１．３），并设置坐标系统 ｃｓｙｓ（０，０，０）．然后添加

锥形刀刀具模型，刀具编号设置为１，控制点设

置为刀尖，在添加数控仿真代码后，进行加工仿

真．倒棱切削模型如图８所示，其中倒棱切削位

置两端的曲线为倒棱边界线．将ＶＥＲＩＣＵＴ切削

模型导出，在 ＵＧ中打开并提取两端倒棱仿真

边界曲线．

３．２　误差评价指标与结果分析
ＵＧ中的倒棱仿真边界曲线与齿顶棱线如

图９所示，其中，中间曲线为轮齿右侧齿顶棱

线，两端为倒棱仿真边界曲线．在齿顶棱线上均

匀分布２０个离散点，以这些离散点确定齿顶棱

线法平面，法平面与两端倒棱边界线相交得到

图８　倒棱切削模型

Ｆｉｇ．８　Ｃｈａｍｆｅｒｃｕｔｔｉｎｇｍｏｄｅｌ

位于同一法平面的点Ｕ和 Ｌ．将点 Ｕ与点 Ｔ之

间的空间距离设为齿顶距离Ｄｄ１，Ｔ点与Ｌ点之

间的空间距离设为齿面距离，倒棱形状误差可

由如下公式进行定义：

ｅ＝ｍａｘ（Ｄｄ１－Ｌｄ１ ，Ｄｄ２－Ｌｄ２ ）

根据设置的 ３组倒棱参数进行仿真并比

对，倒棱形状误差结果如图１０所示．由图１０可

以看出，３组不同参数的倒棱的形状误差最大

值皆出现在齿顶中部，而向两端的形状误差都

是呈逐渐变小的趋势，说明倒棱刀具轨迹在齿

顶中部的形状误差最大，在齿顶上下两端的形

状误差最小；３组倒棱形状误差均不大，最大形

状误差≤０．０５ｍｍ，远小于文献［１０－１１］的误

差，说明锥形刀具倒棱确实提高了倒棱精度，且

在刀位点和刀轴矢量方程中调整倒棱大小参数

图９　倒棱仿真边界曲线与齿顶棱线

Ｆｉｇ．９　Ｃｈａｍｆｅｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｂｏｕｎｄａｒｙｌｉｎｅａｎｄｔｏｏｔｈｃｒｅｓｔｌｉｎｅ

图１０　倒棱形状误差结果

Ｆｉｇ．１０　Ｒｅｓｕｌｔｏｆｃｈａｍｆｅｒｓｈａｐｅｅｒｒｏｒ
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可灵活控制倒棱大小．本文方法中锥形刀具强

度高、寿命长，具有成本低、耐用度高的优点，且

该方法可在通用五轴机床上实现，无需专用机

床，加工灵活性较高．

４　结语

本文提出基于锥形刀具的螺旋锥齿轮齿顶

倒棱加工方法，根据齿顶棱线方程和倒棱参数

的设置，对锥形刀具的刀位点和刀轴矢量进行

了公式推导，进而求解刀具加工轨迹．仿真结果

表明，在３组不同倒棱参数下，倒棱的形状误差

不超过０．０５ｍｍ，切实提高了倒棱精度，且倒棱

大小可根据刀具轨迹方程进行调整，验证了本

文倒棱方法控制倒棱大小的精确性和灵活性．

本文以小轮为研究对象，补足了单边倒棱只研

究大轮而忽视小轮的不足，得出的倒棱加工刀

位计算公式，为下一步倒棱自动编码软件的开

发提供了理论依据．
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