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摘要:针对目前关于单自由度振动研究存在的不足,给出包含初始条件的基于

黏滞阻尼的自由振动和简谐激励振动响应计算式,绘制了相应的幅频曲线图和

相频曲线图;展示了小阻尼共振曲线的过渡过程,指出了无阻尼振动响应的拍

振现象;推导出了库仑摩擦力对位移差别的影响式. 研究结果表明:对于无黏滞

阻尼系统的共振响应,小库仑摩擦力抑制不住其增长趋势;当库仑摩擦力接近

于激励力幅值时,才能使共振响应的幅值不超过稳态值.
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　Abstract:
 

In
 

view
 

of
 

the
 

some
 

shortcomings
 

of
 

research
 

on
 

single-degree-of-freedom
 

vibration
 

at
 

present,
 

the
 

response
 

equations
 

of
 

the
 

free
 

vibration
 

and
 

harmonic
 

excitation
 

based
 

on
 

viscous
 

damping
 

with
 

initial
 

condi-
tions

 

were
 

listed,
  

the
 

amplitude
 

frequency
 

and
 

phase
 

frequency
 

curves
 

were
 

plotted.
 

The
 

transition
 

process
 

of
 

the
 

small
 

damped
 

resonance
 

curve
 

was
 

shown,
 

the
 

beat
 

vibration
 

phenomenon
 

of
 

undamped
 

vibration
 

response
 

was
 

presented.
 

The
 

Influence
 

formulas
 

of
 

Coulomb
 

friction
 

on
 

the
 

difference
 

of
 

displacement
 

were
 

derived,the
 

influence
 

regularity
 

of
 

Coulomb
 

friction
 

on
 

the
 

vibration
 

response
 

was
 

studied.
  

The
 

results
 

showed
 

that
 

the
 

small
 

Coulomb
 

friction
 

could
 

not
 

restrain
 

the
 

growth
 

trend
 

for
 

resonant
 

response
 

of
 

non-viscous
 

damping
 

sys-
tem.

 

Only
 

when
 

the
 

Coulomb
 

friction
 

was
 

close
 

to
 

the
 

excitation
 

force
 

amplitude,the
 

resonance
 

response
 

ampli-
tude

 

could
 

be
 

restrained
 

from
 

exceeding
 

the
 

steady
 

state
 

value. 　

0　 引言

工程实际中的很多问题都可抽象为单自由

度系统的振动[1-3] .
 

通常,机械系统的黏滞阻尼

是非线性的, 与温度、 频率、 应变等因素有

关[4-5] .
 

摩擦也是机械系统中常见的非线性问

题之一[6-9] ,在考虑系统的黏滞阻尼、摩擦等因

素的前提下研究系统的振动非常必要.
 

针对简

谐激励振动,文献[10-11]绘制了相频曲线图

和幅频曲线图,但均未给出包含初始条件的简

谐激励响应关系式.
 

文献[12]给出了包含初始

条件的小阻尼简谐激励响应式,但未讨论阻尼

比为 0 且激励频率与固有频率相等的情况.
 

文

献[12-13]给出了计算任意激励响应的杜哈米

积分,但未讨论库仑摩擦力对振动响应的影响.
 

文献[14]
 

研究了单自由度含干摩擦振动系统

的全局动力学行为.
 

文献[15]采用拉普拉斯变

换和海维赛德第一类展开式,推导了有阻尼单

自由度系统的强迫振动通解.
 

文献[16]考虑了

具有非线性黏滞阻尼和库仑摩擦的单自由度系

统,描述了从系统的自由响应信号中同时识别

非线性阻尼和库仑摩擦的方法.
 

文献[17]讨论

了纯库仑摩擦力对自由振动影响.
 

文献[18]用

相图法就库仑摩擦力对强迫振动的影响作了一

些定性讨论. 文献[19]提出了一种估算库仑和

黏滞摩擦的减量方法. 文献[20]提出了将单自

由度系统自由振动响应的封闭解作为动力系统

库仑摩擦基础研究的一部分.
 

上述研究对含初始条件的基于黏滞阻尼的

单自由度振动计算问题研究不够全面.
 

本文拟

在现有研究成果的基础上,对包含初始条件的

基于黏滞阻尼的自由振动响应和简谐激励响应

进行研究,分析有阻尼共振和无阻尼共振,以及

无阻尼振动响应中存在的拍振现象,探讨库仑

摩擦力对系统振动的影响等,以期丰富单自由

度系统振动理论的研究,为在工程中更好地应

用单自由度振动系统提供支持.
 

1　 黏滞阻尼自由振动响应

对物体质量为 m、刚度为 k、黏滞阻尼系数

为 c、激励力为 F( t)(作用方向为物体的运动方

向
 

X)的质量、弹簧、阻尼系统,有振动方程[21] :

m d2x
dt2

+ c dx
dt

+ kx = F( t) ①

　 　 对于支座沿 X 方向以 s = s( t)作激励运动

的情形,将上式中 F( t)换为 ks( t)即可,并称其

为等效激励力.
 

激励力为 0 的振动即为自由振

动,可将式①转化为

d2x
dt2

+ 2ξωn
dx
dt

+ ω2
nx = 0 ②

其中,ωn 为固有频率,且 ω2
n = k / m;阻尼比 ξ= c /

4mk .
 

设满足方程②的一个基解为 x= eλt,将其代

入②后,有 λ2 +2ξωnλ+ω2
n = 0,则此方程的解为

λ1,2 = ( -ξ± ξ2 -1 )ωn . 因此,自由振动方程的通

解为 x=Aeλ1t+Beλ2t,其中 A、B 由初始条件决定.
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若 ξ>1,λ1 和 λ2 均为负数,位移 x 随着时

间 t 的增加从初始位置起迅速趋于 0,或沿速度

方向运动到极值点再迅速趋于 0.
 

若 ξ=1,λ 出现重根-ωn,自由振动的一个基

解为 eλt,另一个变为 teλt .
 

此时,通解为 x=Ae-ωnt +
Bte-ωnt,代入初始条件:t = 0,x=x0,x· = v0,得:A=x0

 ,
B=v0+ωnx0.

 

由于幂函数随时间 t 的增速远低于负

指数函数的降速,经绘图比较发现,ξ= 1 的自由振

动响应形式与 ξ>1 的形式相似.
多数情况下,ξ<1.

 

在复数范围内,虚指数

函数的线性组合等于三角函数的线性组合,解
表达式的实部和虚部均成为负指数函数与三角

函数的乘积.
 

取其实部推得包含初始条件的小

阻尼自由振动响应 x 为
 

x = e -ξωnt x0cosωd t +
v0 + ξωnx0

ωd
sinωd t( )

其中 ωd = 1-ξ2 ωn . 从该式看,第一项是负指数

函数,第二项是角频率的三角函数.
 

只要 ξ≠0,
自由振动响应随时间趋于 0.

 

自由振动响应函

数幅值时间超前于三角函数项幅值时间一个提

前量 t∗,令 x 对时间的导数等于 0,则超前幅角

γ=ωd t∗ =Atan(ξ / 1-ξ2 ).
 

如果出现 ξ= 0 的理想情况,系统就会按 ωn

为角频率的简谐规律一直振动,故 ωn 称为固有

频率.
在实际问题中,ξ 很小,自由振荡幅值会逐

渐地减小.
 

相邻幅值以几何级数规律下降,比

值的自然对数为
 

-2πξ / 1-ξ2 .
 

2　 黏滞阻尼简谐激励响应

2. 1　 稳态响应及幅频和相频曲线

假设激励力为一般简谐函数 F ( t ) =
F0cos(ωt-φ).

 

设转化后的强迫振动微分方程

的特解为 x=Hcos(ωt-φ-α),代入振动微分方

程①,便可推得响应滞后相角为 α = arctan2·
[2ξω / ωn,1-(ω / ωn ) 2 ],而响应幅值为静位移

与放大倍数 β 的乘积 H =
F0

k
β

 

,其中 β 满足(1 /

β) 2 = [1-(ω / ωn ) 2 ] 2 +(2ξω / ωn ) 2 .
 

由此可见,
滞后相角 α 和放大倍数 β 与激励相角 φ 无关,
只受激励频率与固有频率之比 ω / ωn 和阻尼比

ξ 这两个因素的影响.
固定 ξ,让 ω/ ωn 从 0 向无穷大变化,则有:ω/

ωn =0 时,
 

β= 1,H=F0 / k,α= 0;ω/ ωn = 1 时,β= 1 /
(2ξ)

 

,α=π/ 2;ω/ ωn→∞时,β 趋于 0,α趋于 π.
 

若 ξ< 2 / 2,则当(ω / ωn) 2 = 1-2ξ2 时,β 取

到最大值 1 / (2ξ 1-ξ2 ),而 tanα = 1-2ξ2 / ξ,
α<π / 2.

 

若 ξ>0,随着时间增长,齐次微分方程的通

解幅值以负指数规律趋于 0,只剩下与激励力

频率 ω 相同的稳定简谐特解部分.
 

通常称其为

由激励力引起的稳态响应:

x =
F0

k
βcos(ωt - φ - α)

　 　 值得注意的是,在 ω / ωn = 1 附近,ξ 对 β 影

响较大,对其他参数影响较小.
 

另外,若 ξ 较

小,则当 ω / ωn = 1 时,β 接近于最大值,而 α 仍

不受 ξ 的影响,恒等于 π / 2.
 

这也是当 ω / ωn = 1
时发生共振的原因.

 

图 1 是给定 ξ 后,β 及 α 随 ω / ωn 变化的幅

频曲线图和相频曲线图.
 

从图 1 可以看出,在
ω / ωn = 1 附近,随 ξ 减少, β 显著增加,且在

ω / ωn = 1 时,α 不受 ξ 的影响.
 

2. 2　 包含初始条件的响应计算

强迫振动微分方程的通解等于强迫振动方

程特解与对应的齐次微分方程通解之和.
 

再考

虑初始条件,即得方程的完整响应式.
 

阻尼比

ξ≥1 的情况较少见,在此不加讨论.
 

情形 1　 阻尼比 1>ξ>0
当阻尼比 1>ξ>0 时,响应 x 由瞬态衰减项

和稳态响应项组成.
 

令激励力 F=F0cosωt,则有:
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图 1　 给定 ξ 后,β 及 α 随 ω / ωn 变化的

幅频曲线和相频曲线图
Fig. 1　 Amplitude

 

frequency
 

curve
 

and
 

phase
 

frequency
 

curve
 

for
 

β
 

and
 

α
 

changing
 

follow
 

ω / ωn
 when

 

ξ
 

was
 

given

x = e -ξωnt
é

ë

ê
ê
x0 -

F0

k
βcosα( ) cosωd t +

v0 + ξωn x0 -
F0

k
βcosα( ) -

F0

k
βωsinα

ωd
sinωd t

ù

û

ú
ú
ú
+

F0

k
βcos(ωt - α)

　 　 令激励力 F=F0sinωt,则有:

x = e -ξωnt
é

ë

ê
ê
ê
x0 +

F0

k
βsinα( ) cosωd t +

v0 + ξωn x0 +
F0

k
βsinα( ) -

F0

k
βωcosα

ωd
sinωd t

ù

û

ú
ú
ú
+

F0

k
βsin(ωt - α)

　 　 令激励力 F = F0cos ( ωt - φ) = F1cosωt +
F2sinωt,其中 F1 =F0cosφ,F2 =F0sinφ,则有:

x = e -ξωnt x0cosωd t +
v0 + ξωnx0

ωd
sinωd t( ) -

F0

k
βe -ξωnt

é

ë

ê
ê
cos(φ + α)cosωd t +

ξωncos(φ + α) + ωsin(φ + α)
ωd

·

sinωd t
ù

û

ú
ú

+
F0

k
βcos(ωt - φ - α)

　 　 该完整响应式第一项为自由振动项,第二

项为伴随自由振动项,第三项为稳态响应项.
 

自由振动项由初始条件 x0 和 v0 决定,随着时间

趋于 0.
 

伴随自由振动项与初始条件无关,也随

着时间趋于 0.
 

将该式中的时间 t 换成 t-t0,即
可得到 t= t0 时,位移为 x0 且速度为 v0 的响应

计算式.
 

情形 2　 阻尼比 ξ= 0
当阻尼比 ξ= 0 时,响应 x 由固有振动项和

激励响应项组成.
 

若 ω<ωd,分别令激励力 F1 = F0cosωt,F2 =
F0sinωt,F=F1cosωt+F2sinωt,则可以推导出:

x = x0 -
F1

k
β( ) cosωn t +

v0

ωn
sinωn t +

F1

k
βcosωt -

β
F2ω
kωn

sinωn t +
F2

k
βsinωt

其中 β= 1 / [1-(ω / ωn) 2].
 

若 ω>ωd,则类似可以推导出:

x = x0 +
F1

k
β( ) cosωn t +

v0

ωn
sinωn t -

F1

k
βcosωt +

F2ω
kωn

βsinωn t -
F2

k
βsinωt

其中 β= 1 / [(ω / ωn) 2 -1].
 

若 ω=ωn,可以推导出:

x = x0cosωn t +
v0

ωn
sinωn t +

F1

2k
ωtsinωt +

F2

2k
sinωn t -

F2

2k
ωtcosωt
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2. 3　 共振曲线的过渡过程及拍振现象

由于简谐激励响应规律与激励相角无关,
因此只讨论纯余弦激励的情况.

 

2. 3. 1　 有阻尼共振曲线　 当初始位移 x0 = 0、
速度 v0 = 0 时,令激励力 F =F0cosωn t,则共振响

应 x 为

x = e -ξωnt -
F0

k
βcosαcosωd t -

F0

k
ξωn( ·

βcosα + βωnsinα
ωd

sinωd t ) +
F0

k
βcos(ωn t - α)

其中,β= 1 / (2ξ),α= π / 2.
 

在阻尼比 ξ 较小的情况下,ωd≈ωn,x 的响

应式可简化为

x ≈- e -ξωnt
F0

k
β(cosαcosωn t + sinαsinωn t -

cos(ωn t - α)) =
F0

k
β(1 - e -ξωnt)sinωn t

　 　 图 2 给出了有阻尼共振响应计算实例结

果,其中 m= 0. 1
 

kg,c= 0. 2
 

N·s / m,k= 10
 

N / m,
F0 = 10

 

N,ω = ωn = 10
 

rad / s,β = 5,x0 = 0
 

m,v0 =
0

 

m / s,a0 = 100
 

m / s2 .
 

从图 2 可以看出,振幅以

负指数规律先以较快速度上升,然后缓慢上升

到稳态值.
 

图 2　 有阻尼共振响应曲线

Fig. 2　 Damped
 

resonance
 

response
 

curve

2. 3. 2　 无阻尼共振曲线 　 当阻尼比 ξ = 0 时,
取初始位移、速度及激励力与有阻尼的状态相

同,其共振响应 x 为

x =
F0

2k
ωn tsinωn t

　 　 图 3 给出了一个相应的计算实例结果,其
中m= 0. 1

 

kg, c = 0
 

N·s / m, k = 10
 

N / m,F0 =

10
 

N,ω=ωn = 10
 

rad / s,x0 = 0
 

m,v0 = 0
 

m / s,a0 =
100

 

m / s2 .
 

从图 3 可以看出,该理想响应振幅以

线性规律从 0 起一直上升.
 

图 3　 无阻尼共振响应曲线

Fig. 3　 Undamped
 

resonance
 

response
 

curve

2. 3. 3　 无阻尼振动的拍振现象　 取初始位移

及速度均为 0,令激励力 F = F0cosωt,激励频率

ω 接近于 ωn,当 ω<ωn 时,振动响应 x 为

x =
F0

k
β(cosωt - cosωn t)

其中 β= 1 / [1-(ω / ωn) 2].
 

当 ω>ωn 时,振动响应 x 为

x =
F0

k
β(cosωn t - cosωt)

其中
 

β= 1 / [(ω / ωn) 2 -1].
 

由于 cosωt - cosωn t = 2sin ((ωn +ω) t / 2)·
sin((ωn-ω) t / 2),故振动响应 x 合成结果为高

频简谐函数与低频简谐函数的乘积,出现时大

时小的拍振现象.
 

拍振的最大值等于或接近于

2
F0

k
β.

 

图 4 给出了一个实例系统的拍振计算结

果,其中 m = 0. 1
 

kg,c = 0
 

N·s / m,k = 10
 

N / m,
F0 = 10

 

N,ωn = 10
 

rad / s,x0 = 0
 

m,v0 = 0
 

m / s,ω=
9.

 

从图 4 可以看出,拍振现象非常明显.
 

图 4　 拍振曲线

Fig. 4　 Beat
 

vibration
 

curve
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进一步研究发现,当激励频率 ω 与固有频

率 ωn 相差较大时,拍振现象不明显,但位移的

最大值仍等于或接近于 2
F0

k
β.

 

3　 库仑摩擦力对系统振动的影响

质量块在轨道上运行时,通常存在库仑摩擦

力 K,把振动微分方程①中的 F( t)换为激励力

F1(t)和速度反向库仑摩擦力 K 的迭加,即可用

杜哈米积分解析分析或用龙格-库塔法数值计算

出库仑摩擦力对自由振动和强迫振动的影响.
 

3. 1　 库仑摩擦力对自由振动的影响

3. 1. 1　 纯库仑摩擦力对自由振动的影响　 通

过大量的实例计算,并结合文献[11] 可知,纯
库仑摩擦力作用下的自由振动幅值以等差级数

下降,幅值从极小到极大或从极大到极小均为

以 ωn 为角频率的余弦函数与常量之和,异侧相

邻幅值下降量为摩擦力与刚度系数比值的 2
倍,同侧相邻幅值下降量为其 4 倍.

 

幅值下降

到 3 倍以下后会进入平衡位置附近而停止

不动.
 

图 5 给出一个用龙格-库塔法计算的纯库

仑摩擦力对自由振动的影响实例,其中 K =
1. 5

 

N,m= 0. 1
 

kg,k= 10
 

N / m,c= 0
 

N·s / m,F0 =
0

 

N,ωn = 10
 

rad / s, x0 = 4
 

m, v0 = 4
 

m / s,FK =
1. 5

 

N.
 

从图 5 可以看出,振动幅值以等差级数

下降的规律明显.
 

图 5　 纯库仑摩擦力对自由振动的影响

Fig. 5　 Effect
 

of
 

pure
 

Coulomb
 

friction
 

on
 

free
 

vibration

3. 1. 2　 库仑摩擦力对黏滞阻尼自由振动的影

响　 库仑摩擦力和黏滞阻尼均存在时,自由振

动响应曲线亦分段光滑连续.
 

其振动幅值从极

小到极大或从极大到极小均为负指数函数和简

谐函数的乘积与常量之和.
 

异侧相邻幅值下降

量 ε= (1 +e-ξπ / 1-ξ2
)K / k+(1 -e-ξπ / 1-ξ2

) x∗,其
中 x∗为前处位移幅值的绝对值.

 

峰值下降到适当值后,质量块即刻进入平

衡位置附近而停止不动.
 

对于初始速度为 0 且

位移小于 K / k 的情况,质量块则始终保持不动;

而对于初始位移为 0 且速度小于 3 K / mk的
情况,质量块运动 1 / 4 周期后停止不动.

 

3. 2　 库仑摩擦力对强迫振动的影响

机械振动曲线大多表现为方向不断变化的

振荡曲线.
 

从负位移幅值处向正位移幅值处运

动时,库仑摩擦力为负常量;而从正位移幅值处

向负位移幅值处运动时,库仑摩擦力为正常量.
 

使得系统位移与无库仑摩擦力位移有缩减差别

量 ε.
 

据此,利用和函数积分的迭加性,用杜哈

米积分分段推出了由刚度系数 k、固有频率 ωn、
阻尼比 ξ、负位移幅值时间 t0 和正位移幅值时

间 t1 所决定的库仑摩擦力 K 对位移差别的影

响式为

x0 =-
é

ë

ê
ê
1 - e -ξωn( t -t0) cosωd( t - t0) +(

ξ

1 - ξ2
sinωd( t - t0) ) ù

û

ú
ú

K
k

x1 =
é

ë

ê
ê
1 - e -ξωn( t -t1) cosωd( t - t1) +(

ξ

1 - ξ2
sinωd( t - t1) ) ù

û

ú
ú

K
k

　 　 把获得的库仑摩擦力 K 对位移差别的影

响式和其他激励力 F1( t)引起的响应式合并,
即可得到系统的最终响应式.

 

选取合适的时间步长 h,用数值算法得到

库仑摩擦力 K= 1. 5
 

N 对激励力 F1( t)= F0sinωt
的强迫振动影响曲线如图 6 所示.

 

由图 6 并结合库仑摩擦力 K 对位移差别的

影响式可知,振动响应加速度的绝对值在位移

幅值处产生由大到小的不连续变化,其差值为

库仑摩擦力 K 与质量 m 比值的 2 倍.
 

经进一步
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图 6　 库仑摩擦力对强迫振动的影响

Fig. 6　 Effect
 

of
 

Coulomb
 

friction
 

on
 

forced
 

vibration

推导显示,区间内消耗的能量等于位移行程与

库仑摩擦力的乘积.
 

当初始位移、初始速度、激励力幅值三者各

小于一定值时,质量块运动到位移幅值处时,动
摩擦力消失,而静摩擦力则由一个较小值自适

应渐变到 K,然后质量块开始返回,出现位移幅

值处暂停现象.
 

开始停歇时,加速度突变;停歇

结束时,加速度连续.
 

通过数值计算,结合文献[12]的研究还发

现,小库仑摩擦力抑制不住无黏滞阻尼共振响

应不断增长的趋势,接近于激励力幅值 F0 的大

库仑摩擦力 K 才能使无黏滞阻尼共振响应幅

值不超过稳态值,并可能出现位移幅值处暂停

现象.
 

4　 结语

本文通过对基于黏滞阻尼的单自由度振动

响应及简谐激励响应的分析,得到了不同阻尼

比状态下的振动位移的变化规律:在简谐激励

的情况下,当初始位移及速度均为 0,无阻尼激

励频率接近于固有频率时,振动系统将出现拍

振现象;而小库仑摩擦力抑制不住无黏滞阻尼

共振响应的不断增长趋势;接近于激励力幅值

的大库仑摩擦力才能使无黏滞阻尼共振响应幅

值不超过稳态值,并可能出现位移幅值处暂停

现象.
 

这些结论为进行机械振动系统的阻尼与

摩擦设计奠定了理论基础.
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